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▼•rwort 4m leramgdbm« 

Die nachfoifende Uebersetzimg ist voniigiwelie durch 
die Auffonleruiig des Herrn Professor Gruner t im Arckk» 
der Mathematik uml Fkggät Th. XXXIX Heft 8 MÄ^.Ber. 
CLV, Teruiiaflit worden, in welchem dieser aosgeteicluiete 
Gelehrte folgendermssien urteilt: 

Rollten wir nun unser Urtheil in der Kürze noch im AU- 
«fgemeinen tussprechen, so würden wir dasselbe in den Wor- 
,ften fusammenfassen : daaa wir das vorliegende sekSne Werk 
^yfür ein verireffUeheB^ 9ekr voUttibtdigeg^ in seiner Art fttat 
^einstig dattekende» Lekrhuek der rein geemeiriaehen neerie 
^^der ebenen Ourven halten^ dnreh weleheB ein Mer in den 
^^Stand geteilt whrd^ nek mU LeiohUgkHt und grauer Be- 
^^friedigung eine voUetändige Kenninie» des betreffenden 
^^Gegenstandes zu verschaffen. Der Herr Verfasser Terdient 
^,für die Publication dieses Werkes jedenfalls den grössten 
.(^Dank und wir würden eine sofortige Vebersetzung dessel-* 
^^hen ins Deutsche für ein überaus verdienstliches Unter- 
^^nehmen und eine wahre Bereicherung unserer Literatur 
^^halten.'''' 

Eine Rücksprache darauf hin mit dem Verleger des Ar- 
chivs hatte das hier vorliegende Unternehmen zur Folge. 
Herr Professor Cr e mono erlaubte mit der gröszten Bereit- 
willigkeit die Uebersetzung des Werkes und hat einige Partien 
desselben für die deutsche Ausgabe einer nicht unwesentU- 
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chen Aenderung unterzogen. Diese Aentleningen betreifen 
die Curvenreilien vom Index n. Der Erfinder der Haiipsätze 
über diese Gebilde, Herr £. de Jo?iquidres^ Commandant 
der Fregatte Le Bertoiet vor Vera Cruz, hatte nämlich in 
dem Giornale di Matematiche ad uso degli studenti delle 
Universitä lialiane durch einen Brief an den Herrn Verfasser 
diese Sätze einer nicht unwichtigen Einschränkung unter- 
worfen, und es konnten eben deslialb diese Teile des Wer- 
kes in ihrer ursprünglichen Gestalt nicht bestehen bleiben. 
Eine Vergleichung mit dem Originale wird am ersten die 
Wichtigkeit derselben hervortreten laszen. Die am Schlusze 
beigegebenen Zusätze und weiteren Ausführungen sind ebenso 
die Frucht einer genauen Revision des Werkes durch den 
Verfaszer und einen befreundeten englischen Mathematiker 
Dr. Hirst, Durch die lange Verzögerung des Druckes ist 
es auch möglich geworden, im Haupttexte die neuesten Pu- 
blicationen des Herrn Professor Ckasles zu Paris und an- 
dere neuere Arbeiten benutzen zu können, und dadurch teil- 
weise Verbeszerungen anzubringen. 

Im üebrigen ist das vorliegende Werk eine treue lieber- 
Setzung des Originals mit einigen wenigen, der Consequenz 
wegen eingefi'ihrten und vom Autor gebilligten Aenderungen 
der Bezeichnung. Wo z. B. in dieser üebersetzung die Schwa- 
bacher Schrift zur Anwendung gekommen, hat das Original 
grosze lateinische Buchstaben gewählt. Da aber in den übri- 
gen Partien d lese Buchstabengattung nur Linien, nie Puncte 
bezeichnete, so hielt ich mich zu dieser Vertauschung für 
ebenso berechtigt, als verpflichtet. Aus dem gleichen Grunde 
habe ich für die Coefficienten überall, wo sie im Originale 
nicht zur Anwendung gekommen, griechische kleine Buch- 
staben einzuführen mir erlaubt. 

Die Orthographie mag Manchem anstöszig sein. Ich 
hatte die Absicht, dieselbe in die gewöhnliche umzuändern, 
als mir von den beiden ersten Bogen die Aushängebogen 
zukamen, und ich also ohne grosze Opfer des Verlegers eine 
AenderuDg in dieser Beziehung nicht mehr ausführen konnte. 
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Schliesziich sage ich noch dem Herrn Prolessor Gruner 
der mir mit liebenswürdiger Bereitwilligkeit die Benutzung 
seines Dedieationsezenipiarg des Originals für die Ueber- 
setzung gestattete f sowie dem Herrn Stud. matli. Thiel su 
Greifswaid, der Ton dem vierten Bogen an die ersten Cor- 
recturen besorgt hat, und der Veriagsliandlnng Ittr die Be- 
rdtwiiiigkeit, mit der sie meine Wiknsche in Betreff der 
Ausstattung genehmigte, hiermit meinen aufriclitigen Dank. 

Tliorn im September 1864. 

Der lleberaetxcr. 
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aFeufe dono qni Tondi«* dans T^tet 
actad de la sdeiioe, generalteer et crfer % 
on g^om^e: le gäiie n'est plus indiepen- 
sabla poor ajonter nne pierre k l'^difioe.*' 

IChasUtt Aperfu histanp^ p, 269.] 

Der Wunsch^ durch rein geometrische Methoden die 
Beweise der so wichtigen Sätze zu finden, welche der be- 
rühmte Steiner in seiner kurzen Abhandlung ^^j^llgemeine 
M^emchaften der algebraischen Curven''^ {Crelle^ T, 47} 
ausgesprochen hat, liets mich Untersuchungen ansteiien, Ton 
denen ich hier eine, wenn auch unvollständige Probe gebe. 
Aus einigen wenigen Eigenschaften eines Systems von Punclen 
in gerader Linie habe ich die Theorie der Polaren in Be- 
sag auf eine Corve von beliebiger Ordnung abgeleitet, eine 
Theorie f die sich mir so fast von selbst darliot und sich so 
reich an Folgerungen zeigte, dass ich mich fibeneugt hal- 
ten muszte, in ihr die in Wahrheit natürlichste Methode fnr 
die Untersuchung der ebenen Curven erhalten zu haben. 
Der einsichtsToUe Leser wird beurtheiien können, in wie weit 
ich mich auf das Wahre gestützt habe. 

Der Teil meiner Untersuchungen, den ich hiermit ver- 
ölfentUdie, ist in drei Abschnitte geteilt Der erste dersel- 
ben liefert an sich nicht viel Neues, aber ich glaubte, dasz 

es, auszer der Darlegung der Fundamentallehren, die im 
Wesentlichen die Methode, deren ich mich im Folgenden 
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bediene, auemachen, dasz es da, gage ich, nicht ohne Nutzen 
sein würde, die wesentlichsten Eigenschaften in Bezug auf 
die Durchschnittspuncte und die Beschreibung der Curren 
zusammen zu steilen, damit der junge Leser Alles ^ was lum 
VenitiuidnisB meiner Arbeit nötig ist, hier selbst vorfinde. 

Der Theorie der Polaren ist der zweite Abschnitt ge- 
widmet. In ihm entwickle und beweise ich mit einfachen, 
und gleichmäszigen geometrischen Methoden nicht allein die 
Sätze Steiners^ die er ohne Beweis ausgesprochen hat, son- 
dern auch eine bedeutende Zahl anderer, teils neuer^ teils 
schon TOn den berühmten Geometern Flüche Cayley^ 
Hetse, Clebseh^ Salmon und Anderen mit Hiife der ai- 
gebrtisehen Analyse bewiesener Sätie. 

In dem letzten Abschnitt endlich wende ich die allge- 
meine Theorie auf die Curven dritter Ordnung ao. 

Ausser den Werken der oben genannten Geometer habe 

ich noch die von ilfac/a t^rt 72, Carnot^ Poncelet^ Chas- 
les^ Bobillier^ Möbius^ Jonqui^res^ Bischoffu.A. 
benutzt, deren Studium ich das, was etwa an meiner Arbeit 
Gutes sein sollte, zuschreiben musz. Sehr würde es mich 
freuen, wenn dieselbe in Etwas dazu beitragen könnte in 
Italien die Liebe au den Betrachtungen der rationellen Geo- 
metrie immer mehr au verbreiten. 
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dm. lll£ Vortsetinng von llld. — lllMi. Cnrrenrdhen 
Bweiter Ordnung. — III Ava. 2Saiil der KegelsehDitte» die 
flsf gegebenen Bedingungen genUgen. 

§.19. iie Cure, wdche eim Puct bcickieilt» denn ImU- 
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calilceB sich bmJi ämtm kuüamitm ÜcieftM Tef- 
iaim 

119. Durch einen Funct eine Gerade zu legen, welche in ihm 
die Polare eines beliebigen ihrer Puncte berührt. — 112a. Ein- 
hflllendc der Verbindungsgeraden der entsprechenden Puncte 
der Curvcn von Hesse und Steiner. — 112b. Zahl der 
Puncte einer Geraden , für die diese selbst Indicatrix ist. — 
113. Ort der Puncte, dcszen Indicairicen durch einen festen 
Punct gehen. — 114. Einhüllende der Indicatricen der Puncte 
einer gegebenen Cnnre. — 1148. Spedelfall — lt4b. Bin* 
hfllteade der iDdfeatricea derPimeto der Onnre tob Heese* ^ 
116. Ort eüiee Fnoctee, desMn Indicatrix tine gegebene Cnnre 
iMrOhrt. <-*• 116. Ort einee variabeln Fnnetee ran der Be- 
ediafienhdt, dnei dnrdi Veiliindnng deeeelbeB mit ewri leelen 
Funden in Beeng auf seine conische Polare redproke FoU« 
ren entrtehen. — 116 a. Anderer Ausdruck des Vorigen. — 
116K Büschel von Curven US. — 117. Verallgemeinemng 
der vorigen Aufgabe. — - 117 a. Weitere VeraUgemeinerung. — 
117 h. Eine andere VeraUgemeinening. 

§.29. Einige Eigenschaften der Ciirfen von Hegse wmi 
Steiner 

118_118a. Die Curve von Steiner ist die Einhüllende der 
geraden Polaren der Curve von Hesse. — 118b. Classe der 
Curve von Steiner. — 118c. Eigenschaften der Wendetan- 
genten der Eundamentalcurvc. — 118d. Zahl der weiteren Sin- 
gularitäten der Curve von Steiner. l]9**119a. Die ersten 
Feieren derFtanete einer Doppeltangente dOrCunta von Stei- 
ner berühren sidi in zwei Fnncten. — 1191k Die ersten Fo- 
laren der Fnnete aner Wendetangente der Cure tou Steiner 
oecnUerm dch sSnunfiBdi in einem Fnnete. — 120. XMe Fo- 
laren der I><qipelpiinctc der Curve von Steiner haben zwei 
Doppelpuncte. ~ 121. Die erste Polare einer Spitze der Curve 
von Steiner hat ebenfalls eine Spitze. — 122. Die letzte 
Folare einer Curve berührt die Curve von Steiner in den 
entsprechenden rnncten der Uurchschnittspuncte der gegebenen 
Curve mit der Curve von Hesse. 

§«tL EigeMehaltei der iweitei Ptlaren 

123. Gemeine und gemischte zweite Polare ein2ä Punctes. — - 
\%A, Ort der Berührungspuncte der zweiten Polare einer Gera- 



JUIflftlMtMMlIbllM* 



xm 



dm mü den gemeinen sweiteo Poluan ihrer Ponole. «— 184 a. 

Aehnliehkeit der Eigenschaften der s««tten Polaren einer Qera- 
deo mit denen einef Kegelschnittes. — 124b. Einhftllende ei" 
ner Beihe Tom Index 2. — 124 c. Eigenschaften der Durch- 
schnittspuncte der Carve von Hesse des Netzes mit der zwei- 
ten Polare von i2. ~ 125. Andere Erklärung der zweiten Polare 
einer Geraden. 125 a. Gemeine und gemischte zweite Polaren 
zweier Geraden. — lS5b. Weitere Dehmiion der gemischten 
tmitan Pt>Ure>iweier Geraden. — lS5e. Eigensehaften du 
DoMliMlnittifwietM b«idHr Gtndm. — 186. Die gemeiiMn 
und gwiwhtwt iweiten Mum, die dweh «ima Fönet gehen, 
UMoi ein Heb. <- 187. Die goneine sweilq PoIm« einer 
Geraden berflhit die Carve vom Heeee in ollen PonoMn, die 
sie mit ihr gemein hat. — 127 a. Die Com TOB Heieo be> 
rflhrt die zweite Polare des dem Berühnmgspuncte entsprechen- 
den Punct^s der Curve von Steiner. — 127 b. Eigenschaften 
der Tangenten der Curve von Hesse und Steiner in den 
Puncten p und o. — 127 c. Weitere Ecigeuschaften des. Pun- 
ctes p. — 127 d. Die Gerade Jt als Tangente der Cnrre tod 
Steiner. — 128. Gerade Xiinien, deren sweite Polaren einen 
Doppelpnnct hetitMn. — 188. Ott efaee Fnnctes, deaMB en> 
niidie Polere in ein einam gcgebentn Segdedmltt eoiyngi«^ . 
teo Dreiieit eingeiehiiehen iit. 



DrIttM (M^IM. Curven dritter Ordnong. 

§.H Me CvfCB lette mii Cayley dMr Olm M- 

ter iriiHDg M9 

130. Nähere Bestimmung der zn betrachtenden Curven dritter 
Ordnung. — 130 a. Gerade und conische Polare eines Punctes; 
jede Gerade hat vier Pole. — 130 b. Gemischte zweite Polare 
sweier Puncte. — 130 c. Die Fnndamentalconre ist Ton der 
eeehrten Cfleeee. ~ liOd. Der Pnnct o alt Pnnet der Vnndn- 
atttteknrreb — ISl. Dee Dc y pe i forliiltniaB der vier TengenteUt 
die man von einem Fnncte der Fondamentaloorre «n diaeelbe 
Ugen kann, iat oonetent. — 181 n. Die DnehaehnittaiNUiele 
dar Tangenten avaiar Pnnete der Fondamentaleorre liegen anf 
▼ier Kegelschnitten. — 131 b. Dofpelverh&ltniss einer Gnrve • 
dritter Ordnung. — 132. Die Cnnren von Hesse and Stei- 
ner fallen anaamnen. — 138 a. Einhüllende der Geraden oo*. 
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— ISSb. Die Onm tob H«ate ein«»- Netees miter Ocd- 
mnig. issc Die Cum von Heate als Btn hflU a iri e dar 
gerate FoteMn Huer Fancte. — 138. Tingenten der Onm 
von Hesse in awel eonjngierten Polen. — 133 a. Corrcspon- 
dierende Puncto einer Curve dritter Ordnung. — 133 h. Gurre 
vonCayley der Fundamentalcurve. — 133c. Tangenten von 
einem Puncte der Curve von Hesse an die von Cayley. — 
133 d. Andere Erldärung der Curven von Heasc und Cayley. 

— 134. Vicreeitc, deren Scheitel correfipondierende Ponoto der 
Cnrve von Hesse sind. — 184«. Involntie« der VerUntenga- 
iinien conjugierter Pole nut einan Fnnete der Onnre von 
Hesse. — 184b. ümkehnng das Vorigen. — 18S. Die Oirve 
von Cajley iafc der Ort der Terbnadenen Pole der Pnncte 
der Onnre tob Heaae. — 186«. Tangenten von einem Pnaete 
der Curve Ton Hesse an die Curve von Cayley. — 1851». 
Die Curve von Cayley ist von der sechsten Ordnung. — 
135 c. Hannonische Eigenscliaft der Verbindungsgeraden zweier 
conjugierter Pole. — 136. Poloconica einer Geraden. — 136 a. 
Weitere Definition der conischen Polare. — I36b. Neue De- 
finition der Curven von Hesse und Cayley. — 136c--d. Ge- 
mischte Poloconica zweier Geraden. 187* Jede Poloconica 
berOhrt die Cnrre von Heaae in diel Pmcten. — 187«. Bi- 
genadwften der BerlUimngspuncte. 187 b. Ooniaehe Polare 
dnea Pnnetea der Onrre yon Heaae in Beeng enf dieaelbe 
Onnre. — 188. Beigeordneter Kegelaebnltt. — 188a. Andere 
Biidftrnng .der Curve von Heaae. — 188k Kene Eridinug 
der Onnre von Cayley. ^ 

§. 23. Büschel von Curren dritter Ordnung mit denselben 

Wendepuncten 224 

139. Harmonische Polare eines Wendepunctes einer Curve drit- 
ter Ordnung. — 139 a. Eigenschaften der harmonischen Po- 
lare. — 139a6j>. Involution der Tangenten von einem Puncte 
von J an die gegebene Curve. — 139 b. Die Wcndepancbe lie- 
gen nn drd nnd drei in gerader Linie* — 189o«i^ Eigea- 
aehaft der bannoniaQben Polare. 189e. Die Berflhmnga- 
pnncte der Tangenten dreier Pnneto der harmoniadiea Polaren 
dreier Wendepnneto liegen enf einem Segeladuiitt. ~~ 140. Wei- 
tere Eigenadieft eines Wendepnnetea. — 140 s. Syeigetiaeliea 
Bttachel von Curven dritter Ordnung. I40b. Durch die 
neun Wendepuncte gehen vier Systeme von drei Geraden. — 
141. Berühr angspoucte der Cnrve von Hesse mit den Wende- 
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tengentan dir gegebene» Jnniainentataim. * 14 t«. GeneliH 
idiaftUdie Teogenfeen der Ciurve tob Heese and der Gmnd- 
curve. » 141b. Berfihmiigspancte der Curve von Hesse md 
Cajley. 141 e. EigoiBchftft der harmonischen Polaren. — 

141 d. Beciprocit&t awischen den Curven von Hesse and 
Cayley. — • 142. Eigenschaften der sycigetischen Dreiecke. — 

148. Die Curve dritter Ordnung als Curve von Hos sc dreier 
mit ihr ßycigetischer Curven derselben Ordnung. — 142 a. Die 
eycigetischen Dreiseite als Carven von Hesse. — 143h. Die 
Cnnre dritter Oidaong ale Cnive Ton Heese ihrer Corre too 
Hesse. — 144. Bdalionen swisehen den Abechnitten. — > 
144a. Eine Carve dritter Ordnung hat höchstens drei reelle 
WendepiuMle. ^ 144b» l'olgemng füx die Cnnre Ton Hesse. — 
144 e. Bedingnngsgleichnxig für die Cnnren, die die Curven 
Ton Hesse ihrer eigenen Curven von Hesse sind. — • 145. Die 
Curve von Hesse einer aquianhamionischen nnd, einer harmo- 
nischen Curve dritter Ordnung. 

f. 24 Me Ome dfrlttcr Mang «Ii Cim tm lesie Mer 

▼erschie^enei* Nette tob Kegelschnitten betrachtet . 244 

146 Eine Curve dritter Ordnung enthält drei Systeme corrc- 
spondierender Fancte. 146 a. Eigenschaft des vollständigen 
YieneilB, des ans den BerOhrungspnneten von Tier Tangenten, 
die sieb in einem Fnnete der Cnnre selbst sehndden, gebildet ' 
ist; «— 146 b« Yollsttodige einer Curve dritt» Ordnung einge- 
sebriebene Vieraeite« j*l6c« Besiebangen swisdien coire^pon« 
dierenden Functen der vosdiiedenen Systeme. « 147. Be- 
ziehung zwischen vier Functen, die denselhen Tangentialptinct 
haben. — 148. Die geraden Folaren eines Functes einer Cnnre 
dritter Ordnung, in Bezug auf die mit dieser sycigetischen Cur- 
ven, gehen durch den Tangcntialpunct des gegebenen Functes. 

— 148 a — b. Weitere Eigenschaften der geraden Folaren. — 

149. Eigenschaften der Tangenten einer Curve dritter Ordnung 
ans drei ihrer Fancte in gerader Linie. — 149 a— c Eigen- 
schaften der Pnncte Oj, ö^, c^. — 149d. Eigensehaften der 
Duidisehnittspasete der beiden projecthrischen Stralenbflschel. 

— 149eb Bigensehaft der Pmwbsebnittttpgnete der Tangenten 
ans sirai Functen einer gegebenen Cnrre dritter Ordnung. — 
149 f. Durchschidttsponcte der conisdien Polare von mit der 
$*nndamentalcnrve. — 150. Drei Systeme Kegelsehnitte berflh- 
rcn die Fundamentalcnnre in drei Functen. 
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ünhft^yig; Zusätze und weitere Ausfuhrungen. 



Zu Nr. 51 256 

Zu Nr. 61 c. 258 

Zu Nr. 88 261 

Zu Nr. m 264 

I. Ueber geometrigche Netae ...» 265 

II. Ueber Netze von Kegelschnitten 274 



III. Ueber Reihen von Kegelschnitten 



Erstes CapiteL 



Die Gruudprmzipieii* 



0le dmndprlncipleii. 



1. Doppelverhältnisz von vier Puncten. Es seien 

in gerader Linie vier Puncte a, ö, c, d gegeben. Die beiden 

Puncte a und b bestimmen in Bezug auf den Pnnct c zwei Ab- 

Hl* 

schnitte; das Verhältuisz derselben ist ausgedrückt durch 
Ib Besag auf den Ponct 4 eatotelMii «lieDSO zwei AbscbDitto, 

deren Verbältnisz in ähnlicher Weise durch ^ aosgedrQckt 
wird. Den Quotient dieser beiden VeriiältnisBe: 

ae ^ad 

nennt man daa ' atUUurmtm fi ek t *) odar J^agpe§9erääitnin der 
vier Pnnete a, b, e, d und bezeichnet dasselbe durch das Sym- 
bol (abed)**). Doreb Vertanadrang der Relbenfolge, in weleber 
die gegebenen Puncto betrachtet werden, entsteban tianmd* 
swanalg Doppel verbllltniaze» ebensoviel als die PennntaÜons* 
aabl von vier Elementen betrügt Ea ist aber: 



•) Chasles, Apergu historique sur Vorigine et le d^veloppement des me- 
<ftadSw c» giomärie (prÄonK Ik VAcidaBte de BraxtUes en jsnvier 18S0)* 
BnoseUes 1887, p* 84. — Deotseh vmi Scknke, Halle^ Gebtnenehs Bodi- 
bsMillwig» 1889. 

**) M0hiu9t der huycmirudiit Cakuly Leipzig, BsrA. 1827. 8. S44 
it — WiUsehtlj QrundUHMn der imerm Oeomtirk, Leipzig, Ttabner. 
1888. &91 C 
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4 ßrtte» Ck^rita, [f. 1. 

ae ad bd öe ca cb db da 
c^'ilö da* ea ad' bd ^* ae* 
das bliest: . 

(o^eil) = s {edab) = (ift;«^) ; 

80 dasz von diesen viorundzwanzig Doppetverhäitniszen je vier 
einander gleich, und daher nur sechs unter ihnen wesentlich 
von eioaoder verschieden sind. Dies sind die folgenden : 

I {abed), (aedb), (adbe), 

^ \ iabdc), iaebd), (adeb), 

Nnu ist: 



(ac ad\/ad ac\ _ - 
eö''dbAdb''ebJ~ ' 



oder in anderer Bezeichnung: 
und dem analog: 

(aedb)(aeba)ssl, 
(M^Xadeb) z= 1 , 

das heiszt, die Doppelverbältnisze (I) sind je znei und zwei, 
wie sie untereinander stehen, reciprok, in der Art» dasz, sobald 
wir die drei Verhältoisze 

(abed), (aedb), (adbe) 

als die Qrundverhältfäs%e bstracbtes, die drei übrigen ibr« re- 
ciprokeo Werte darstelleo. 

Ffir jede vier Pvncte a, b, c, d in gerader Linie ist liekaiiiit- 
licb die GIdehiing 

bcad-i- ea, bd'^ab,ed=iO 

erfüllt, aus der durch Division mit ^.otf 

öe'ad'^ be 'ad"^' 

das belsst: 

(«««l) + (ac|c^ = 1 
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Di» Orund^prm^pitiu 



5 



entsteht. Ganz ebenso findet mau: 

(adbc) + (abdc) = 1 , 

80 dasz immer je zwei der Doppelverhfiltnisze in (1) die Ein- 
heit zur Somme haben. Man hat diese eoa^iementibrs l^Offei" 
verhäUnine genannt. 

Das Vothergehende aetat ans in daa Stand, itenn eina der 
aadw Doppelreiliiltniaae in (1) gegeben iat, die flbrigen fifaf 
an bestimmen. Setsen wir s. B. (ofte^) = 1, so ist der reciproice 

Wert (a6ifc) = p die Compiemente dieaer beiden liefern 
(ae^=: 1 — it, (gd&c)s= ^ ^ ^ und die reciproken Werte dieser 
letzteren geben endlich {acdb)z=z^j^^ und {cuicb)z=,Y^^^ 



3. DoppelverhAitniss ▼on vie> Geraden. Verbindet 
man in Fig. I. die gegebenen Pancte b, d. mit einem belie- 
bigen Rinflen Pancte 0, der auszerhalb der Geraden ab gelegen 
ist» so nennt man die vier Geraden, die durch o und besdgüch 
durch a, b, e, d gehen, ein StralefMaekel, und bezeichnet daa- 
aelbe durch o{a, b, e, tf). Nun hat man in den Dreieeken aoe 
and eob: 

ae ^ao ai o aoc 

* *ö äineoö ' 

und ähnlich mittelst der Dreiecke €iOd und dobi 

ad ao AvkQQd 
db'bo ^ Bindab' 

folglich: 

ae^ad sin aoc , ain a&ä 

eb'db^ m eab ' ain dob' 

Bezeichnen wir die vier Straten des Büschels o(a, b, c, d) 
bezuglich durch B, C,D; durch AC, CB,AJ),DB die von ihnen 
eiugeschloszenen Winkel, so gebt obige Gleichung Ober in: 

tfiC, ad ^ B'mAC , Bin AD 
eb'M'^BlnCBBUiM' 
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Erste* Co^iteL 



CS. 1. 



was wir für das Folgende kurz auf symbolische Weise durch 

beieiebnen wollen. 

Die rechte Seite dieser Gleichung nennt man das Doppel- 
v§rhöitmU% der tner (geraden A,B, C,D und hat also den 6ats: 

Lehrsftti I. Dae Doppei9erkäUtds% von Her Stralem 
A»B,C,D, weMe «M in eimm Pmtete o eckneiden, Ui 
pieiek dem DoppeleerkSWtieit der Her FwmHe a,ö,e,d, 
denen dlue wen einer MIeUgen lirmneeereHe § eeek ntt' 
ten werden» 

Hieraus folgt noch, dasz für eine zweite Transversale, welche 
die Tier Stralen AtB,C,D bezfigltch in a\b',c',^ schneidet, 
das Doppel verhältnisz dieser vier Puncto gleich dem der vier 
Durchschnittspuncte der ersten Transversale a, c, ist, und 
umgeicehrt; zieht man durch die Puncte a,b,Ctd vier andere 
Stralen, A\ B% C, D', die sich in o' schneiden, so ist das Dop- 
pelverhältnisz der vier Strjdeo At^B'^C^B' gleich dem der vier 
Straleo B^ C, B, 

3. CooatffaetioD des vierten Punetes und vierten 
Strales. 

Lebrsats lL liegen die Her Puncte a,ö,e,d in einer 
geraden, und die drH Puneie et,¥,^ in einermeeUen, ee 
00t ee nur einen elmigen PunH # in dieeer meelten 
Geraden, ßr den 

{ß'b'c'df):=^(ßbcd) 

wird. 

Dies ist augenblicklich klar, sobald man beachtet« dass der 
Abschnitt a^b* durch den Punct d' so geteilt werden musa, dass 

afdf _ /ad . ac\ 
d'b' \bd * cb) c'b' 

ist. 

Lehraats III. FaUe% daher die Punete a und af an- 
eammen (¥9g. J/.)» eo eeknetden sM die Stralan W,e€f,dd^ 
in, demeelben Punete a* 
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Umgekehrt gilt der 

Lehrsatz IV. Sind für zwei StralenbüMchel A,BjCfDf 
und A\B\ Cy B'y deren Mittelpunete bezüglich o und o' seien, 
die beiden Dappelverhältnine 

so Hegen, wenn die Straten A und A' utsammenfalten, so 
dasi6 also A und A' sotpol durch o als durch o' gehen, die 
drei Funcie B'B',C C',D'I)' in einer geraden Idnie. 

Liegen a, b» €, 4 In einer Geraden^ tf, b*, 4f in einer swel- 
ten (Fig.lII.)» und eind die Doppelverbtltnisie («M) nod {efb'^dT^ 
eioander gleich ^ eo haben nach Nr. 2 anch die beiden Straten« 
bOschel e(«f,¥,tftdf) und ^{a,b,e,d) gleiche DoppeWerhUtnbze. 
In diesen beiden Strahlenbüspheln fidlen die entsprechenden 
Stialen aaf und efm lusammen, und folglich liegen die Pnncte 
(e^'efb), (ue/^ife) und (mT'a'iO Ib eln^r geraden Linie. Diese 
Eigenschaft gibt ein einraehes Mittel an die Band« den Psaet # 
SU construieren, wenn o,b»e,4 und ef,b^,&,f gegeben sind. 

In ähnlicher Weise lügt man das entsprechende Problem 
für zwei Stralenbiischel von je vier Straten. 

4. Harmonische Pnncte und Viralen. Ist das Dop* 
pelverb&ltniss 

{abedj=i^l, 

80 nennt man die vier Puncte a,ö,c,d harmonische Puncle, 
Natürlich ist dann auch 

{bnde) (ctfM) i4eba)ts {Me) 
SS {baed) ^ {edba) s= {deiO)^ — 1. 

Die Puncte a, h und c, d beissen cos^ugierte oder wafieord- 
nete harmonische Functe*). 

■ Liegt der Ponct d im Ünendlichen» so ist der Grenswert 

des VerbäUnlseeM ^ = — 1» dann folgt. aber aus der Gleichung 



*) Der Pnnct 6 ist dem Puncte a harmonisck ooiy'vfiiert in Besag aal c 
«nü d und umgekehrt. 
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(aöed) = — 1 augenblicklich ^ = 1« das heiszt, c ist der üal- 
bierongspimet des Abschnittet aä. 

Die Gleichung 

(<i^c<*) = — 1, 

oder SDch 

ac od ^ 

zeigt, dasz, wenn einer der beiden Puncte c, z. B. c, zwischen 
a und ö liegt, der zweite Punet d auszerhalb des endlichen 
Abschnittes aö fallt, dasz ferner, wenn a und b zusaninienfalien, 
auch c mit denselben zusammenfällt, und dasz, wenn a und c 
zusammenfallen, auch d und a zusammenfallen. 

Die harmonische Gleichaeg individttslisiert also den vierteil 
Panct, sobald die drei übrigen gegeben sind, feiles diese aber 
znsammeD» so ist die Lage des vierten Ponctes imbestininit. 

Dem entsprechend heiszen vier Stralen A, B, C, D, die sich 
in einem Puncte schneiden, harmonische Stralen, wenn 

sioCil^CD)»— l 

ist, das heiszt, wenn sie von einer beliebigen Transversale in 
vier harmonischen Puocten geschnitten werden. 

5. Harmonische Eigenschaften des vollständigen 
Vier sei ts. Es sei (Fig. IV.) ein vollständiges Vierseit gege- 
ben, das heiszt, ein System von vier Geraden, die sich zu zwei 

und zwei in sechs Puneten a, b, c; a\ b', c', schneiden. Die drei 
Diagonalen aa', bb' cC bilden ein Dreieck at'c. Bezeichnen wir 
durch X den zugeordneten harmonischen Punct von f} in Bezug 
auf c und c' ; den zu C zugeordneten harmonischen Punct in 
Bezug auf b und b' durch y, so rausz sowol der zu aa' in Be- 
zug auf acb' und ac'b zugeordnete harmonische Stral, als auch 
der zu a'a in Bezug auf a'bc und a'b'c' zugeordnete harmonische 
Stral durch x und y gehen. Diese beiden Puncte fallen daher 
mit a, dem gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte der Diago- 
nalen, zusammen, und damit ist bewiesen, dasz jede Diago- 
nale durch die beiden andern harmonisch geteilt wird. 
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Nr. 4 — 6.3 Die Grmdprmc^ien, 

Hieraus ergibt sich eine einfache Regel zur Construction 
eines der vier harmonischen Puncte <i,c,ö,ö', wenn die drei 
übrigen gegeben sind. 

Eine ähnllcbe Beziehung findet fQr das vollständige Vier» 
eck (System von vier Puncten, die zu je zwei in sechs Geraden 
liegen) statt, und liefert das Mittel sttr CoDstractioo eines har- 
monischen Stralenbüschels. 

6. Bedingung« dass vier Puncte harmonische sind. 
Vier Puncte lUx, m^,^ m^, tn^ einer Geraden können, indem man 
sie alle auf einen fünften Punct 0 derselben Geraden besieht« 
durch eine Gleichung des vierten Grades von der Form 

(2) «.öw* + 4j3.äOT3 + 6y.öw2+4d.äw + e = 0 

reprSsentiert werden. Die vier Wnrselo derselben kann man 
nSmllch als die vier Abschnitte 

omi» om^, om^t out« 

anllfiMsen.. 

Ist nnn das DoppelverhAltnisz {niim^m^m^) der negativen 
Einheit gleich, so Ist: 

das helsst, wenn wir fflr die Abschnitte 

niitn^, m^pi^, in^n%» m^mi 

die Differensen 

einführen und auf die hekannten Relationen zwischen den Coef- 
ficienten und den Wurzeln einer Gleichung Besug nehmen; 

a(Oflii .Ma -I- Ms . Ofli«) 2y SS 0» 

Dem entsprechend folgen aus den Gleichungen 

die Relationen: 

a(om| . Om, -f 0I»4 . 0»!,) ~ 2y = 0 , 
a(0Ml.M4-|-Mi*Mt)— ^ =0. 
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Darch Multiplication dieser drei Gleichungen erhalten wir 
die nottfendige^ aber auch hinreichende Bediogungsgleichang da- 
für, dasz eins der drei Systeme 

(mimtmsm«), (mi??},!»«»!«), {m^m^m^m^) 

ein harmonisches System von Puncten darstellt. Die Endglei- 
cbung ist für die Abschnitte Oftin om^» om^, om^ symmetrisch, 
man kann sie also nur mittelst der CoefGcienten der Gleichung 
(2) darstellen. Wir erhalten so: 

als Bedingung, dasz die durch Gleichung (2) gegebenen Puncte in 
beliebiger Ordnung genommen ein harmonisches System bilden*). 



§. 2. 

Projeetivische Pnnctreilien und Stralenbüschel, 

7. Erklärung pr ojecti vischer Gebilde. Wir bezeich- 
nen durch den Namen einer Punctreihe eine Folge von Punc- 
ten, die in derselben Geraden gelegen sind, und durch Stra- 
tenbüschel eine Folge von Geraden, die, in derselben Ebene 
gelegen, durch denselben Punct gehen. Diesen Punct selbst 
nennen wir Mittelpunct oder Centrum des Stralenbüschels**). 
Punctreihe und Stralenbüschel faszen wir unter dem Namen 
Geometrisches Gebilde zusammen, und verstehen unter Element 
eines geometrischen Gebildes die einzelnen Puncte, oder die 
einzelnen Stralen, aus denen eine Punctreihe oder ein Stralen« 
büschel zusammengesetzt ist. 

Zwei geometrische Gebilde heiszen projectivisch, wenn 
zwischen ihren Elementen eine solche Relation besteht, das% 
jedem Elemente des einen Gebildes ein einziges bestimmtes 
Element des andern Gebildes entspricht, und einem Jeden Ele- 
ment dieses zweiten Gebildes ebenso nur ein bestimmtes Ele- 
ment des ersten Gebildes***). 

*) Salmon, Lessons introdiictory fo the modern higher algebra, Diiblia 
1859. p. 100. 

♦*) Bellavitis, Geometria descrittiva, Padova 1851, p. 75. 
♦♦♦) Chasles, Principe de cotrMpondance entre deux objets variables etc. 
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So bilden z. B., wenn ein Stralenbiischel durch eine belie- 
bige Transversale geschnitten wird, die Durchscbnittspuncte eine 
projecti?i8che Panctreihe des Stralenbüscbels. 

Ans obiger Defioitioo folgt offenbar; 

Lehrsatz I. Zwei Gebilde, die beide in Be%ug auf ein 
drittes prcjectiviscä sind, sind auch mnter sieh proJecH' 
viseh, 

8b Gleichbeit der DoppelTerhältnisze. Betrachten 
wir zuerst zwei gerade Punctreihen. Es seien j und / zwei 
feste Puncto in jeder der beiden Geraden je einer, so ist jeder 
Punct m der ersten Geraden durch den Abschnitt jm, jeder 
Punct m' der zweiten Geraden durch den Abschnitt fm' voll- 
ständig bestimmt Sind nun die beiden Punctreihen projectivisch 
ond mund m' einander entsprechende Puncte, so wird zwischen 
den Abschnitten jm und fm' eine Relation bestehen, die in Ge- 
mäszheit unserer Definition projectiviscber Gebilde die Form 

(1) %.jm»fm* + %^ -f -I- y = 0 

haben musz, wobei x, fi, v constante Coefficienten bedeuten. 
Diese Gleichung läszt sich vereinfachen, wenn man die Anfangs- 
puncte j und / angemeszen bestimmt. Ist j der Punct der ersten 
Punctreibe, deszen entsprechender Punct der zweiten Punct- 
reihe im Unendlichen Hegt, so nuisz dem Abschnitte = 0 
der Abschnitt fm' = oe» entsprechen, es musz also /u. = 0 sein. 
Ist ebenso / der Punct der zweiten Punctreibe, dem der un- 
endlich entfernte Punct der ersten Punctreibe entspricht, so 
musz auch k gleich Null sein« und die Gleichung (1) geht über in: 

(2) Jm,fm'z^%, 

wo X eine Constante beaeicbnet 

Es seimi a,^,e,d vier PuDete der ersteo PoDetreihe; a*, b', 
iT die vier entsprecbendes Punete der sweiten, dann folgt ' 
•IIS Gleichung (2); 



(Comptea rendiu de VAnA^nae de Vnam, S4* dtoudm 185S). — BuU 
taffUni, Sulla d^tmifenni teaa^ieooh dlsifo ßgure (ICemorie deUe B. Aeca- 
denia deUa adenoe, toI. 9. SäfeU 1857» ptZXI u. p. 186). 
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und daher: 



Für &b\ a'd*, db' üudet man eoUprecbemJe Werte und 
hieraus : 

a'c* , £jrf' _ac ^ad 
Cö' d'ö'^ cö 'dö' 

das heisat: 

(afä'Cdf) sz (abed). 

Es sei zweitens ein Stralenbüschel und eine ihm projecti' 
vische Punctreihe gegeben. Wir ziehen eine beliebige Trans- 
versale weiche nach Nr. 7. das Stralenbüschel in einer projec- 
tivischen Punctreihe schneidet, die nach derselben Nummer der 
ersten Punctreihe ebenfalls projectivisch ist. Sind a, c, d 
vier Puncto der gegebenen Punctreihe; A, B, C, D die ihnen 
entsprechenden Straten des Büschels; a', ö', c', d' die Puncte, 
in welchen die Transversale diese vier Straten schneidet, so ist 
nach dem Vorhergehenden: 

(afb'Cdf) SS iaöcd). 
Aber nach Nr. 3. ist auch: 

iafä'Cd) = sin (ÄßCD), 

folglicb : 

(abeO) SS gAn(ABCff). 

Seien endlich zwei projectivische Stralenbüschel gegeben. 
Wir schneiden sie durch zwei Transversalen (oder auch nur 
durch eine einzige). Es entstehen dadurch zwei Punctreihen, 
die bezüglich zu den Stralenbfischeln projectivisch sind und also 
auch projectivisch unter sich. Bezeichnen A, B, C, D vier Stra- 
len des ersten Büschels, A', B\ C, D' die vier entsprechenden 
Straten des zweiten; b, C, d und a' b' c' d' bezüglich die 
Darchschnittspuncte dieser Stralen mit den beiden Transver- 
salen, 80 ist, weil beide Punctreihen projectivisch sind. 
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Nach Nr.2 i8t aber: 

(a'ö'&d') a sin (A'B'eiT), 

. {aöcd) = s'm iÄBCD); 

also: 

BlniÄ'B'CJy) =mn(ÄBCß). 

Alles zusamraengenommen ergibt den Sats: 

Lehrsatz II. Das Doppelt er hältnit% aus vier beliebi- 
gen Elementen eines geometrischen Gebildes ist gleich 
dem Doppelverhältnisz aus den vier entsprechenden Ele^ 
• menten eines ihm projectivischen geometrischen Gebildes* 

Um also swei projectiviache Gebilde wa eotwerfcD, reicht 
es bin»- drei der Elemente nnd die drei entsprechenden nach 
Willkflr an wShIen, z. B. die Pnnctpaare o*; b,^i e, €^* Jedes 
weitere Element des einen Gebildes» s. B. m, bestimmt dann 
das entsprechende Element des anderen Gebildes mf ans der 
Gleichheit der beiden DoppeWerhftltnls^e (afö'e*mf) =s (abem), 

9. Projectivische Pnuctreih-en anfeiner Geraden. 
I/cgen wir swei projectivische Panctrelhen auf einander» oder 
haben wir swei projectivische Panctrelhen anf derselben Gera- 
den» was wir z. B. durch Durchschneidung aweier projecti?ischer 
Stralenbfischel durch eine einsige Transreisale bewirken kOa* 
nen» so ist nach Gleichung (2) in Nr.' 8 die ProjectiYitll dieser 
Punetreihen ansgedrflckt durch: 

Jm,fm* SS % 

■ 

Mittelst dieser Gleichung wollen wir untersuchen» ob es 
ehien Pnnct m gibt, der mit seinem entsprechenden Pnnct m' 
susammenftllt. 

Denken wir uns die beiden Punctreihen durch gleichzeitige 
Bewegung zweier entsprechender Puncte m und m' entstanden, 
so werden sich diese Puncte offenUar in demselben Sinne oder 
in entgegengesetztem bewegen, je nachdem die Cj(Histan|e s 
negativ oder positiv ist. 

Es sei suerst s >0. Offenbar kann man In diesem Falle 
auf derVertXngemng 'des Äbtehnitte's -einen Punct e bestim- 
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men» so dasz je.fe = x ist. Nehmen wir dann auf der Verlän- 
gerung von jj' einen Punct f so an, dass seine Entfernung von 
/ gleich der Entfernung des Punctes e von j ist, so ist auch 
jf.ff= X, und es fallen daher die Puncto em\A f, als Elemente 
der einen Punctreihe betrachtet, mit den ihnen entsprechenden 
Elementen der zweiten Punctreihe zusammen. 

Sei zweitens x = — X^. In diesem Falle können die beiden 
Puncte m und m' nur zusammenfallen^ wenn sie zwischen j und 
/ liegen. Es handelt sich also in diesem Falle nur darum, den 
Abschnitt jj' in zwei andere Abschnitte zu teilen, so dasz ihr 
Product gleich X* sei. Ist nun 2A.<j[/', so sind e und die 
Fuszpunete der Perpendikel auf jf/*, welche durch den Halbkreis 
über jj' als Durchmeszer und jj* begräozt gleich l sind, zwei 
der Aufgabe entsprechende Puncte. Ist 2k=^jf, so lallt nur 
der Ualbierungspunct von jf' mit seinem entsprechenden Puncte 
zusammen. Ist endlich 2A>j{/' so bat die Aufgabe keine reelle 
Auflösung. Hieraus folgt: 

Lehrsatz III. Werden zwei projecUvische Punctreihen 
aufeinander gelegt, so haben sie immer %wei gemein- 
schaftliche {reelle, imaginäre oder zusammenfallende) 
Puncte, die gleichweit vom Halbierungspuncte des Ab" 
Schnittes jf abstehen. 

Da die gemeinschaßlichen Punkte höchstens zwei sein 
können, so folgt aus dem Obigen noch, dasz, wenn zwei pro- 
jectivische Punctreihen aufeinandergelegt drei einander entspre- 
chende Puncte gemein haben, dieselben identisch sind. Wirk- 
lich fällt nach dem Früheren, wenn 

(abcm) = (abem') 

ist, der Punct m mit m' zusammen. 

Sind e und / die zwei gemeinschaftlichen Puncte zweier 
projectivischer aufeinander gelegter Punctreihen; a und af, b 
und b' zwei beliebige einander entsprechende Punctpaare, so 
besteht die Gleichheit der Doppelverhältnisze: 

{abef) = {afb'ef), 
und da dieses sieb auch auf folgende Weise schreiben lliszt 
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V 



80 folgt augenblicklich: 

Lelirsatz IV. Das Doppelverhältnis% {aa'ef) Ut con- 
Hamtßr jedes bettebige Höh entepreeäende Pune^ßaat a,€f. 

10. Concentrische S t r alenbfische I. ^»chueideo vvir 
zwei projectmsche concentrische ^tralenbü'schel durch eine 
Transversale^ so entstehen auf derselben zv^ei projectivische 
Punctreihen. Die einander entsprechenden Puncto m und m' 
sind die Dnrchschnittspuncte der Transversale mit swei sich 
entsprecbeodeD Straten U und Jf der beiden ^StralenbflscheL 
8ind nnn e md ^ die gemeiDfcbafUlefaeii PuDcte der' beiden 
Panctreihen, go mteeii« da die Ihincfe e nnd f der ereten 
Pimefrelbe mit Mm enlspreebeDdeii Puocten ef nnd f der iwei- 
ten Poncfrelbe sneamineiifallen, auch die Stralen E und F 
den ersten Stralenbflscbels bezüglich mit den ihnen entq[ire- 
chenden Stralen des streiten Stralenbascbels susammenlaUen. 
Daher der 8atat 

Lehrsatz V. Zwei coneeruriscAe proJeciivUehe Stra^ 
ietMecäei haben immer mwei {reelle, imaginäre oOer 
muammenfallewle) gemeineehafiliche Straiem, eo 
dae» Jeder von ihnen eich selbst entspricht, 

4 



i. a 

Tlieorie der luuni^nisclieii Mittelpufste« 

11. Erklftrnng der harmonischen Mitteipnncte. 
Es seien auf einer Cteradeo ii Pnncte a^p %, n^« «..»iim nnd 
^n Pel P gegelien, man soll einen Ponct m Snf derselben Ge- 
raden so bestimmen f dass die Summe der Piro^ncte ans Je r 
der II Verhiltnisse 

moi mof^ mon 
oog oa^ oa^ oon 

gleich Nnll sei. 
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Bezeichnen wir diese Summe durch das Symbol ^ , 

80 ist der Punct m mittelst der Gleichung 

bestimmt, die man, da identisch ma = oa — om ist, auch auf 
folgende Weise 

(2) £(— — —)=^0, 

oder entwickelt: 



(3) 



schreiben kann. Das Symbol bezeichnet die Zahl der 

Combinationen aus n Elementen zur r-ten Classe. 

Die Gleichung (3) gibt, da sie für om vom r-ten Grade ist, 
r verschiedene Lagen des Punctes m. Diese r Puncte 

nennt man harmonische Mittelpuncte*) vom r-ten Grade für das 
gegebene Punctsystem 

<*8> ••••» ^ 

in Bezug auf o als Pol. 

Ist r = l, 80 gibt es nur einen solchen Punct, den schon 
Poncelet unter dem Namen Centrum der harmonischen ifü- 
tel betrachtete**). 



*) Jonquihres, Memoire stir la thiorie des p6les et polaires etc. (Jour- 
nal de M. Liouville, aout 1857, p. 266). 

*♦) Memoire sur les centres des moyennes karmonigws. (^CrelW a Journal 
T. 3. Berlin. Reimer. 1828. S. 229). 
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Für 11 = 2 wird der Puoct m der zu o zugeordnete haroiO' 
iiieche Puoct io Bezug auf tf| und % (m. «. Nr. 4.). 

VI, Reciprocität zwiacben harmoiiiBclieni Mittel* 
pnnet upd Pol. Moltipliciert man Glelehung (1) in Nr. 11. mit 
M^.O%....o«i, und dividiert eie darauf durch mai,ma^.,,,mam, 
90 gebt ale^ wie man sogleich fibersiebt« fiber in : 

woraus sich augenblicklich folgender Lehrsatz ergibt: 

Lehrsatz I. Ist m ein harmonischer Mittelpunct vom 
Ch'ade r für ein gegebenes Punctsystem belogen auf den 
y Pol o, SO ist umgekehrt o ein harmonischer Mittelpunct 
vom Grade n—r für dasselbe JPuncispstem, aber belogen 
auf den Fol m. 

13. Harmonische MittelpuDcte verschiedner Grade. 
Sind mi, m^t m^i ...,tmr die r Puncte, welche der Gleichung 
(3) in Nr. 11. genügen, und bezeichnet m den barmonischeo 
Mittelpunct ersten Grades des Systems dieser r Puncte fiir O 
als Pol, so haben wir die der Gleichung (2) in Nr. 11. analoge 
Gleichung: 

Vom om/i 

oder, wenn wir entwictcelu: 

am \am/i 

Aua Gleichung (3) in Nr. 11 folgt aber: 

und felglidi Ist 

om \oa/\ 

so ,daaa ^ie Gleichung 
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\om oaJ\ 

anzeigt, es sei m auch der harmonische Mittelpunct ersten Gra- 
des des gegebnen Punctsystems a^, 0«, o^, .... an für o als Pol. 

Sei weiter in einer der beiden harmonischen Mittelpuncte 
des zweiten Grades für o als Pol und das System my^ m^, m^, 
....sftir, so ist die der Gleichung (2) in Nr. 11. analoge Glei- 
chung : 

\om om/ a 

Hieraus folgt: 

aus Gleichung (3) Nr. 11. ist aber: 

Vom/, n Vofl/i 

\om/t «(n— 1) \oaJ^* 
und durch Substitution dieser Werte entsteht: 

' ^ \omJ ^ ^om \oa/y \oaJ ^ * 
das heiszt 

Vom oaj^ 

Folglich ist m auch der harmonische Mittelpunct zweiten Grades 
des Punctsystems «j, 03, «, , a» für 0 als Pol. 

Bezeichnet man so weitergehend durch m nach und nach 
einen harmonischen Mittelpunct des dritten, vierten, (r—1)- 

ten Grades des Punctsystems m^, ms, , mr für o als 

Pol, so erhält man völlig analoge Resultate und hat damit 

den Satz: 

Lehrsatz II. Wenn mi,mt,m^, ,...,mr die harmoni' 
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i 

Sterns ai,a2,<h, Of^^ßr o al» M bedeuten, eo elnd 
die Aarmonieeäen Mittelpmete vom Grade s (#<r) dee 
J^eieme mi,m^,m^ ,...,tnr ßr den Pol o gieieijißfeitig die 
harmonischen Mittelpuncte des s-ten Grades des ursprOnff-^ 
Ucken Systems ßr denseiöen Pol o, 

14. Aftrjnooiscbe Mittelpvn«ie ffijr votoehißA^n^ 
Pole. Ist m ein barmoniscber Ifittelpimct des {n^iyUm Kru- 
des in Besag auf dae gegebne System «i» Oi» ii^> ....»ab &x o 
ale Pol« so gilt fileiobiing (4) in Nr. \%» we«o man in deiteINn 
rss« — 1 aetst Fuhren wir einen beliebigen Puncto der ge- 
gebenen Geraden mittelst der bekannten IdentiUiten : 

oa =s oJ-\-Ja, ma =sja—Jm 
cio, HO haben wir: 

woraus nach gehöriger Entwicklung entsteht: 

Jmß-Hn.oJ-^2(Jm)i\ 



+ (— iy'-HoJJi:Ua)n-i'^ n£<Ja)n\ 



3> 



8i^d Ml, ....,jMki^ die hnrmonieeban MUtflpvncte 

dm <ii**J)*ifln Grate des gegebenen Sfatemn f9e d«n Pol 
o 9 genügen 4ie also der Glelcbiwg 9), «a InCi 

yJ4«.^. - r)0ji:(Ja)r -f (r j 1 ) ^(ifl)r-n 
n.oJi-ZUah 

Beseichnet nun m einen der barmoniscben Mittelpuncte vom 
(•«^S^tten «Grade .fllr 4ae Syslem mi, m^tm^, m«^ nnd 
ebnan Pol .der In der gegebenen . Geraden ^egt, ae M die 
der Oliicibnng (.5) entspfechende Gleicbuog gegeben 4nrcb« 
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+Jm»-* { (n - Z)o'jEUm\ + 3^(>i)g } f = 0. 



+ (- 1)"-* { o'jZUm)n-i + (fi - l)2:0w)„_i } 

Setzt man hierin für Z(Jm)r den Wert aus der vorhergehenden 
Gleichung, so erhält man: 



oj.o'J{ «(n — 1) .^m«-«— («— l)(n — 2) . jm«-3^(ya), 

+ (#1 - 2)(n - 3) . ßii^-^ZUa)^ 



+ 3(n— 3)Jm«-42;c/a)a 



Da diese Gleichung in Bezug auf 0 und o' symmetrisch ist, 
so folgt hieraus: 

Lehrsatz III. Sind mi,fihijtn^, — ,mn-i die harmoni- 
schen Mittelpuncte vom Grade n^l des Systems ay,a^a^,..an 
für o als Pol, und m\ym\,m\i — , Wn-i die harmom- 
sehen Mitte Ipuncte ebenfalls vom in — \)-ten Orade für 
dasselbe System ai,a^a^, — , an, aber in Bezug auf einen 
andern Pol o', so fallen die harmonischen Mittelpuncte 
vom Graden — 2 des Systems mi^m^m^, — ,mH,ßr o* 
als Pol mit den harmonischen Mittelpuncten desselben 
Grades des Systems m\,m\,m'^, ....,m'n-\ für o als Pol 
zusammen. 

Durch successive Anwendung dieses Satzes gelangt man 
zur Ausdehnung desselben auf harmonische Mittelpuncte eines 
beliebigen Grades und zu dem Satze: 

Lehrsatz IV. Sind m^ m2, m^, mr die harmoni- 
schen Mittelpuncte des r-ten Grades des gegebenen Punct» 
Systems ai, a^, a^, .. . an in Bezug auf den Pol 0; m'i, 
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m's^ m's, ....^ m'f die karmoni$eken tBUe^nete wm 
Grade r' für daeeelbe Pimetejf^lem, aber fir denPol o', 
eo fallen die Aarmatdseken MMe^punete vem Grade 
r + r'— « des Systems m,, m^, mr ßr den Pol o' 
mit den harmonischen Mittelpimeten desselben Grades für 
das JS^stem m\,m'%, m'^,,,,,, m'r und den Fol o mt- 
eatnmen* 

16. iSpecielle FSIle. 1. Sind m und tu besflglich die 
fiarmoiiiseheii Mittelpancte des ersten Grades der swei Systeme 

0%, 09» On; 

^» ^ 

in Besag aof o als Pol, so ist 

am oa^"^ oag^ ' '^ oan* 

F8llt m mit Oi zusammen, so entsteht durch iSubtraction 
der beiden letzten Gleichungen: 

und hierin ist der Lehrsatz enthalten: 

Lehrsata V. Ut Oi der harmmdsehe MUlefpunel des 

ersten Grades des Sj^steme a^,at ^ o«. In Besug auf 

den Pol 0, so Ist Ol auch der harmonische JKtteipunet 
dee ersten Gradee für das SIfstem ai, . und 
denselben Fol. 



la. Speeielle Fftlle. 2. Wir liaben im Obigen still- 
schweigend Toiausgesetzt, es seien die Puncto Oi» a^» a^, . . a» 
alle von einander verschieden. Neiimen wir jetst an» es fielen 
die r Pnncte 

am, a»~~u a«-.a, 4M-r-fi 
in einen einzigen susamnien, es s^ dies der Pnnct s^ dann 
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tolgt aus Gleichung (5) Nr. 14. augenbiicklicb, wenn v?ir für den 
willkürlichen Anfang t den Punct Oq setzen : 

Die Gleiehang (5) Nr. 14. wird datier dorcb ^ir-* teilbar^ oder, 
was daeeelbe lat^ es fallen r^l barmoniecbe Mittelpuncte vom 
Grade « — 1 mit znaammeD , nod swar filr jeden beliebigen 
Pol 0. Beachten wir den Sats In Nr. 13., eo folgt noch, daes 
r— harmonische Mittelpunct» vom Grade »—2, r— 3 har- 
monische Mittelpanete yom Grade ii — 3, endlich ein här- 
moniscfaer Mlttolpnnet vom Grade a^^r^-l mit snsammen- 
fallen. 

17. Speeiello FSlIe. 3. Gleichung (3) Nr. 11. mit dem 

Producte aus om^ und ( — iy.oai,oa^,...oan niultipliciert liefert: 

+ (-l)r(ii-r+l)r2;(oa)„ 
Hierin bezeichnen die Symbole 

(n-r+1), , (»— r+l)j, (»— r + l)r 
wie gewühniicb die Bioomialcoefficieaten. 

r^ebmen wir nun an, der Pol o fiele mit 

Omt m»— 1« db-a» O«— »{4 

in einen einzigen Punct ausammeo, so ielgt: 

£(oa)n^i 5=0, 
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die Gleichung (6) wird durcii om' teilbar, und der Po! 0 ist der 
Ort für s harmonische Mittelpuncte eines beliebigen Grades. 
Die übrigen r—s harmonischen Mittelpuncte vom Grade r er- 
geben sieb aus der Gleichung 



- (« — r + 1), . Är-^*-S(4>«V-*+i 




worin Il{oä) nur die Puncto a^y a^, ct^, an~t enthält. Die 
r — 8 übrigen Puncte welche mit dem «-mal genommenen 
Pol o die harmonischen Mittelpundte des r-ten Grades für das 

Punctsystem a^, o^, a^, , an und den Pol o bilden, sind da- 

her die harmonischen Mittelpuncte des (r — *)-ten Grades für 
das Punctsystem Oi, a^, a^, , . , . , Un-» und denselben Pol o. 

Offenbar ist die letzte Gleichung f&r # = r-|-] identisch 
erfüllt, was auch m für ein Punct aeln mag; fallen alao r+l 
Puncte a und der Pol o in einen Punct zusammen, so werden 
die harmonischen Mittelpuncte vom Grade r unbestimmt» and 
man kann daher för sie beliebige Puncte der Geraden a|i^A...«h 
nehmen. 

1& Cnverftnderlicbkeit der Eigenschaftender har* 
raoniachen Mittelpnncte bei der ^entralprojectlon. 
Liegt das S3rstem von n Puncten Oi« •••>« ^ aud ein 
Pol o In eiuer Geraden Jl (Fig. T.)f und ist ausserdem tn ein - 
harmonischer Mittelpunct vom* r-ten Gradc^ so besteht xvrischen 
den Abschnitten jna'^und oa die Relation (I) In Nr. II. Ist nun 
0 ein beliebiger Punct ausserhalb der Geraden R und die Gera- 
den eo, Ca, cm gesogen; schneiden wir ferner diese Stralen 
durch eine swelte beliebige Transversale JR' und zwar besQg- 
lieh in o', o*, Ml', so ist: 

ma , m'a' sin cm'a' 

ea ' Cfl' sin CM ' 

und dem entsprechend: 
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Ans beiden Gleicbuugeo folgt: 



Die rechte Seite dieser Gleichung bleibt unverändert, wenn 
man für a und a' zwei andere sich entsprecbeode Puncto sub- 
stituiert, und somit ist auch 



Olli 00^ Otfii 



0*0*4 ' o'a'a ' 



m'a'n 
ö'a'n 



ma 



Gleichung (1) Nr. 11. ist nun aber für die Grüszen ^ homogen» 
folglich ist auch 



L e Ii r s a t z \ I . Isi m Hn harmonischer Mittelpunct de* 
r-iem Grades fUr ein gegebenes System von Puncten a^, 

«2» «3» t On auf einer Geraden und in Be%ug auf einen 

Punct 0 derselben Geraden als Pol, und man proßcieri 
alle diese Puncte mittelst eines beliebigen durch alle ge- 
legten Stralenbüschels auf eine beliebige Transversale, 
so ist der Punct m', die Projeclion von m, ein harmoni" 
scher Mittelpunct des r-ten Grades für das System von 
Puncten a'i, a\t «3, den Projectionen der Puncte 

ai, otf fh»*"'> ^t» den Pol o', der Projeclion von 0. 

Dieser Sats seist uns in den Stand, die oben Ukr Pnnct- 
reihen auf einer Geraden gegebenen Erklämngen nnd Lebrsfttae 
auf ein durch denselben Punct gelegtes StralenbQscbel su dber- 
tragen. 

19. Harmonische Axen. Es sei ein System von n 
Straten Äi, At, A^, ....^ An und ein anderer Stral 0 gegeben, die 




und hierin ist der Satz ausgesprochen: 
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alle in einer F^bene liegen und durch den festen Punct c geben. 
Eine beliebige Transversale R, die nicht durch c geht, schneide 

das gegebene System in den Puncten ai, a^s , an; den 

Stral 0 in O. Sind nun iHi, m^» lUr die r harmonischen 
Mittelpuncte des r-ten Grades für das Punctsystem a^* th* 

On und den Pol o, so heiszen die Straten M^y Mr» 

die man durch e und bezüglich durch die Panete m^, m^^m^^ 

ntt legen kano» hamumisehe Aren des r*ten Grades Übt 
das gegebene Stralensystem Ai, A^, A» und den Strai 0» 

Betrachten wir ausschlieszlicb solche Straten, die durch e 
gehen, so gelten folgende, den oben für Punctsystenie auf einer 
Geraden bewiesenen Theoremen entsprechende Sätze: 

♦ 

Lehrsati VII. üt Meine harmonieche Ase dee fien 
Grades für das gegeben Sfraleneyeiem Ai, A^, A^j Am 
in Betug auf den SUral 0, eo iei 0 eine harmenieehe Aace 
dee {n—ryten €fradee fStr daeeeiöe Siralenepetem in Be- 
weg auf, den Sirai M. 

Lehrsatz VIII. Sind M^, M.i, M^, ....,Mr die harmoni- 
schen Axen des r-ten Grades für ein gegebenes Stralen- 
system Ai,A^,A^,... , An in Bezug auf den Stral 0, so 
sind die harmonischen Axen des s-len Grades (s < r) des 
Stralensystems Mi, M^, ifa, — , ifr in Be%ug auf den Stral 
0 auch die harmonischen Axen desselben Grades für das 
erste Straleneystem in Bezug auf den nämlichen Strai 0. 

Lehrsatz IX. Sind JiuM^M^,...,Mr die harmoni' 
ecken Axen r-ten Grades für dae Bgetem von Straten 
Agf A^ ^» An in Bemtg auf den JSf^al 0; JTi, Jf«, JT,, 
.o.^fJtr'eöenfaÜe die karmanieehen Aren dee f^^ten Gro' 
dee für daeeelbe StnUenegetem^ aber belogen auf dem 
Sirta (y, eo faHen die harmotdeehen Aren vom Grade 
r+r'— I» dee JS^eteme der Straten Mi, M^, Jf«, J& be- 
sagen auf dmt Strai iy mU den harmonieeken Aasen dee 
näntHehen Gradee für dae Stralenegetem Mu M^ if,, M^* 
aber benagen auf den Stral 0, nueammem 

Lehrsatz X. Fallen r Straten des Systeme Aiy A^y A^y 
....y An in einen Stral ztLsammen, so ist für jeden beliebi- 
gen weiteren Stral 0 der obige r- fache Stral der Ort für 



m 
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r— 1 Marmoni9eke Aape» (n— OrMfef» /Kr r— 2 
• karmmästke Aspen de» (n— 2)-<^ Oradee, /8r €lM 
Aarnumieeke Axe äee (n— r+l)-l!eit Oradee, 

Lehrsatz XI. Fallen s Stralen AniAn-i,An-i,An—i, 
i4n-«+i «Ti^er «cÄ MTirf mit dem Stral 0 in einen Stral 
tusammen, so ist dieser der Ort für s harmonische Axen 
eines beliebigen Qrades und die andern r — s harmoni- 
schen Axen des r-ten Grades sind die harmonischen Aäoen 
des {r—s)'ten Grades für da» System iii» i^s» -•••» 
bergen auf den Stral 0. 

20. Andere Auffaszunsj der harmonischen Axen. 
Wenn die Tranaversale B! der Nr. 18. durch den Punkt 0 geht, 
oder die Gerade R sich um deo Puiict o drehend gedacht wird, 
•o Iftnt Meb der dort bewiesene Sats auch folgendermasBen 
anaspveclieo: 

Lehrsatz XU. Gegeben sind n Stralen A^, A^, A^, 
An, die durch den festen Punct c gehen. Fährt man 
durch einen zweiten festen Punet 0 einen Straf Rp der 
die n Stralen in den Puncten fli, «a» «s» e^neidetf 
so bestimmen die harmonischen Mütelpunete r^ten Gradee 
des Systems a^, o^» «3» ••••» ^ ß"' **** ^» wenn M eieA 
um den Pol o dreht, r Straten, die eSmmtüek durch e 

gehen. * 

4jw den letsteD Satie in Mr. 19* folgt ebenso: 

Lehrsatz XIU. Fallen s Stralen dee gegebenen Sy- 
stems A„,Än~hAn-'i,"",An-,-\-i in einen einsagen Strai 
Aq zusammen, so ist dieser Stral der Ort fUr #— («— r) 
der Stralen M^, ifj, . • , Mr. Geht aber Ao dnreh 
den Pol 0 , so ist er der Ort für e der Strmn Mi, M^, 
M3,..,.,Mr und die noch übrigen r— * dieeer Geraden 
sind die geometrischen Orte der %armanieehen Mltiel- 
puncte des (r — s)-ten Grades ßr 0 ole M der Pnnete, 
in denen die sich drehende Grade M 4te Straten Ai, A^ 
An^ schneidet. 
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Tlieorle der iMviftlatloH« 

21. Involution von Punctgrappen. In einer Geraden 
Ut ein fester Punct o nnd ein beweglicher Pnnet a gegebett; 
sind nun 

ÄO» ^» Mlly 

^0» ^» A*» .»..» Afi 

consUinte GrSssen, 0 aber eine Variable, and es besteht eine 
Gleichung von der Form: 

«« . <W?* + ««-1 . Ofl^-* + .^.+«0 I _ ^ 

so entsprechen jedem Werte too o i» Werte von oa, das heisst, 
ffir jeden Wert von a» erhalten wir eine Gruppe von n Puoc- 
tea a. Ist umgekehrt einer der Puncte a gegeben, so folgt 
aas Gleichung (1), wenn man in dieselbe den gegebenen Wert 
Ton oa substituiert 4 der Wert von eo, und also mittelst dersel- 
ben Gleiehang die übrigen n—\ Werte von oa. Ffir jeden 
Wert von m stellt also die Gleichung (1) eine Gruppe von n 
Puncten vor, die so von einander abhängen, dasz durch Be* 
Stimmung eines von ihnen alle bestimmt sind. Das System 
der unendlich vielen Gruppen von fi Puncten, entsprechend den 
unendlich vielen Werten von «0, nennt man m^ ImDOluHon 4e9 
m4en Grades*). 

. Eine einfache PunetreiAe kann man nach Nr. 7. als eine In- 
volution des ersten Grades betrachten. 

Eine Involution ist durch zwei ihrer Gruppen bestimmt« 
Denn stellen die beiden Gleichungen 

K«. Oö" + Sa-l . oo"-^ + .... + So = 0 , 
A„-i . + ....+ Ao = 0 

*) Jnnquiires, G€ii€raKsation de ta thätriä de Pinv<diiiüm (ÄMIUM äi 
Matematica, tomo 2^. Borna 1859, pag. 8€). 
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die beideo gegebenen Gruppen dar, «o ist jede andere Gmppe 
der Infolatioa darch die Gleichung 

gegeben, in der co einen beliebigen Wert bat - 

22. Zweifache Piincte einer Involution. Fallen zwei 
beliebige Puncte a einer und derselUen Gruppe in einen Punct 
zusammen, so heiszt derselbe ein zweifacher Punct der Invo- 
lution. Wieviel zweifache Puncte enthält nun die Involution^ 
die durch Gleichung (1) dargestellt wird? 

Die BedingnogsglelcbuDg, da^z diese Gleichung swei gleiche 
Wurseln hat» entateht durch Gleicbeetsong der Discriminanie 
derselben mit Null. Diese Discriminante ist eine FuDction 
des — lyUn Grades der Coef6cienten der gegebenen Glel* 
ehuDg. Setsen wir sie gleich Null, so ist sie in Besug auf w 
eine Gleichung vom Grade 2(ii — 1), und es gibt also 2(n — 1) 
Gruppen, deren jede einen sireifachen Punct enthftlt. Hierin 
liegt der Satz: 

Lehrsatz 1. Eine Involution vom n^ten Grade Aat 
zweifache Funde. 

23* Doppel verhältnisz von vier Gruppen. Es seien 

01, ^3' ^« ^'^ ^ Puncte einer bestimmten Gruppe. Der 

harmonische Mittelpunct m des ersten Grades für diese Puncte 
bezogen auf einen Pol o, der beliebig auf der gegebenen Gera- 
den angenommen ist, bestimmt sich durch die Gleichung 



am \oa/t 



aus «reicher, unter Ifeachtung der Gleichung (1) in Nr. 21., sich 



om^ —n 



»1 + «^ 



ergibt. Der Abschnitt, welcher durch zwei harmonische Mittel- 
puncte ersten Grades m und m' zweier verschiedener Gruppen 
begränzt wird, läszt sich also ausdrilcken durch: 
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/ i ^ njKoXi — XqA i )(m — oQ 

mm rrom -om- ^ ^^^^^^ _j. ^^^^^ . 

Siod nun mi, fih, nh, ^9 hamoDistehen Mlttelpanete 
enten Grades von vier Gruppen» welche den Werten »i» 
lOs, C04 entsprechen, in Beaug auf den Pol 0, ao gilt die Glei- 
chung : 

Vaijm^BiHi; — ^ _ • _ » 

und da dieses Resultat dasselbe bleibt, wenn wir für o einen 
anderen Punct annehmen, so folgt daraus : 

Lehrsatz II. Das Doppei^erkälUiiM Oer vier harmo- 
nischen Mueifiunete er^en GraOet van Her ervppen ei- 
ner iMOhition iei wiM&ngig vom Mo o. 

* 

HieraQS folgt weiter: 

Lehrsatz Iii. Die Beihe der äarmotdoeken MiUe^ßmoto 
des ersten Grades aller Gruppen einer InvoluHOH i» So» 
%ug auf einen Pol 0 und eine weOe Meiko AormonUeker 
Mittelpuncte deo oroten OraOeo der nämHcAon Bropp^ 
aber belogen aüf olmm mtdem Fol o', oiod wivH pr^JooO' 
vtsehe PuneireikOfi. 

Ünter Doppelt er hältnis% von vier Gruppen einer Irwolu- 
Hon verstehen wir im Nachfolgenden das Doppelverhältnisz 
ihrer harmonischen Mittelpuncte ersten Grades nach einem be- 
liebigen Poir 

Es sei m ein baraionleeher Bllttelpunct des r-ten Grades 
einer bestimmten Gruppe der Involution (1) in Nr. 21. in Beang 
auf den Pol 0, dann geht die Gleichung (6) in Nr. 17.« unter 
Beachtung der soebmi erw&hnten Glelc^nng (1) in Nr.21., aber in : 

(2) ''+^)i-^~H«r-i+»-^-i)v j^Q^ 
+ • • 

+ (»-'+l)r.K + »-*o) 

und es bilden also die harmonischen Mittelpuncte des r-ten 
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Grades der verschiedenen Gruppen einer Involution des n-ten 
Grades eine neue Involution des r-ten Grades. Jedem Werte 
von CO entspricht eine Gruppe der Involution des n-ten Grades 
und eine Gruppe der Involution des r-ten Grades, also ent- 
sprechen sich je zwei Gruppen dieser beiden Involutionen. Da 
nun das Doppelverhältnisz von vier Gruppen einer Involution 
nur von den vier entsprechenden Werten von co abhängt, so 
sind auch die Doppelverbaltnisze von je vier einander ent- 
sprechenden Gruppen beider Involutionen einander gleich. Dies 
läszt sich auch daraus folgern , dasz nach Nr. 13. je zwei ent- 
sprechenden Gruppen der beiden Involutionen für den nämlichen 
Pol 0 derselbe harmonische Mittelpunct ersten Grades zukommt. 

'34. i^ojeetiFisch« Ivvolatlonsii. Zw^ Imv^Mvaw 
heissen proJeetMgek, ml^en mim ml etner Gmden odw auf 
swei verschiedenen liegen, sobald die barmoniscben Mittelpnncte 
des ersten Grades der Groppen der einen lovolntion ftlr einen 
MieWcan Pol imd di« kamomMteu Mittelpnnete desselben 
Gntdee d«r Grappen ^r andern InvelnUs» Ahr einen nndern 
FaI «toei projectiviisclie Pandreihen bilden. Geote dieser 
DicMfien und der iiSr DoppelTerbftltoiss von ?ier Gruppen 
einer Imnobilion, entsteht; 

Lehrsatz IV . In %wei projectivischen Involutionen ist 
das Doppelverhältnisz von vier Gruppen der einen In- 
volution gleich dem Doppelverhältnis» der vier entsprechen' 
den Gruppen der andern. 

Das am Ende von ]Nr. 8. ausgesprochene Theorem begreift 
also auch die Involutionen unter sich, und man kann diese somit 
anch als geometrische Gebilde betrachten» deren Elemente Grup- 
pen von Puncten sind. 

a, Beziehungen zwischen den variablen Coeffi- 
cienten. Fragen wir zuerst, wie die Projectivität zweier In- 
volutionen sich ausdrücken iSszt. 

Es sei die erste derselben durch die Gleichung (I) in Nr» 21, 
die nweite durch die folgende Gleichung gegeben: 
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in der a einen beliebigen Panct der Geraden, auf der die zweite 
Involution liegt, o den Anfang der Abschnitte in dieser Geraden 

coDstante Coeflieieaten besAicbneo. 

Wir setzen vaiana, was offenbar geatattat ist« es entsprä- 
chen den Gmppen 

der ersten Involution die Gruppen 

der «weiten. Snilen die beiden Gleichnn^n (1) in Nr. und 
(S) zwei entsprechende Grcrppen vorstellen, so ist es notwen- 
dig "ther au«h hinreichend, wenn das Doppel verhSttnisz der 
vier Gruppen der ersten Involution, (0, «,!,«), gleich dem 
Doppelverhältnisz der entsprechenden vier Gruppen der zweiten 
Involution» (ü, 00« 1, 6), ist. Aus der Gleichung 

folgt aber augenblicklich: 

«SS 6, 

und man kann also mit Rücksicht auf ihre Projectivität mit der 
ersten Involution die zweite durch die Gleichung 

teattUan. Dia CHMohung (1) in Nr. 21. dia letste Gbichang 
gaben om flir eia «nd daaaalbaii Wart r« if swai antspreebeadii 
Groppao awei projeetiviachen ]niK»lationen. fiHminiarl nan 
twisclien dM abigea Glaiebaagen «» aa erbttt ntn «Im Rela- 
tloD, io welcber dar ZaMmmenbaiig oder die Zagehdrigkaii 4^ 
Ptonete a and anegadHIckt iat 

GemeiaacbafnMe Piincte.' Liegen die beiden 
lovolationen auf derselben Gevttden» ao kann nan die Ponde 
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a und a auf denselben Anfang beziehen, man kann also für o 
den Punct o setzen. In diesem Falle liegt die Frage nahe, 
wie oftmal zwei sich entsprechende Poncte a und a zusammen- 
fallen. Eliminieren wir aus (1) in Nr. 21. und aus (4) in Nr. 24a. 
CO und setzen oa für Cd, so entsteht: 

(5) I (»«•ötf«+....+«o)(^'m.ötf"+....+A'o)l ^ 

l --(i. . 55» +....+ io) öi" +....+»'«) j 

eioe Gleichung die in Bemg auf oa toih (m -fugten Grade iat 
Das rabrt auf den Satz: 

Lehrsatz V. Ät^ einer Geraden , auf welcher tteei 
projectivische Involutionen bezüglich vom n-len und m-ten 
Grade liegen, gibt es im Allgemeinen n + //i Functe, deren 
Jeder, als der einen Involution angehörig betrachtet mit 
feinem entsprechenden Functe der andern Involution w- 



Diese Puncto nenoeD wir petneineehaßHeko Panete der 
beiden Involutionen. 



c. loTolotionen mit ▼ielfachem Pnnct. Ist die linice 

Seite der Gleichung (I) in Nr. 21. durch oa'^ teilbar, so stellt sie 
eine Involution des n-ten Grades dar, deren Gruppen r ge- 
meinschaftliche Puncte haben, die alle mit 0 zusammenfallen. 
In Wahrheit stellt sie aber eine Involution des (n— r)-ten Gra- 
des vor, zu deren einzelnen Gruppen jedesmal r-mal der Punct 
0 hinzugefugt iet. In diesem Falle mnsz natürlich auch Glei* 

chung (5) in Nr. 246. durch oa^ teilbar sein, und die n-\-m 
gemeinschaftlichen Puncte der beiden gegebenen Involutionen 
hestehen aus dem r-mal genommenen Puncte o und aus den 
m-f n — r gemeinschaftlichen Puncten der zweiten Involution 
vom m-ten Grade und der vom (it — r)-ten Grade, welche ent- 
steht, wenn man den Gruppen der ersten Involution den Punct 
O entzieht. 

Enthalten die Gruppen der zweiten Involution #-mal den 
Punct o, so erscheint derselbe (r-f j)-mal unter den gemein- 
aebaftiicheo Puncten beider lovolntionen. 
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d. Fortsetzung des Vorigen. Wenn eine (irnppe der 
ersten lnv(»lution, etwa iVw,, ueh he wir erhalten, wenn co gleich 
Null gesetzt wild, r-nial detüselhen Pnnct o <M)thalt, und die 
entsprechende (iruppe der zweiten Involution eiithalt ^-nial 
denselheri Punct 0, wo *>r vorausgesetzt ist, so enthält die 

linke Seite der Gleichung (5) offenbar oa'^ als Factor, und der 
Punct 0 vertritt daher r mal die Steile zweier gemeinachaft^ 
Hoher Puncte der beiden Involutionen. 

e. Involution von Straleogruppen. Es ist nol über- 
Ilüssig, zu bemerken, dass ßfr Stralen, die alle durch denselben 
Punct gehen, sich eine, mit der soeben f(ir die Punete einer 
Geraden auseinander gesetzten Theorie, vollständig analoge 
Theorie der Involution aufstellen läszt. 



25. Die (j uadratisciie Involution. Besondere Beach- 
tung verdieiit die Involution des zweiten (»rades oder die qua- 
dratische Involution. Für diese geht die Gleichung (1) in 
Nr. 21.« wenn n=2 gesetzt wird, über in: 

(6) _ { =0. 

Jede Gruppe ist also nur aus zwei Puncten zusammengesetzt, 
die conjugierte Punete genannt werden mögen; UUtelpunct 
heisze der Punct, dessen conjugierter Punct in unendlicher 
Entfernung liegt. ^Ir lasxen den Anfang der Abschnitte mit 
dem Mittel punete susamnienfailen und nehmen auszerdeni an, 
der Gruppe, zu tvelcher er gehSrt, entspreche der Wert n» =±: od., 
Dann ist A2=^) = 0, und wenn aund«' avrei con jugierte Punete 
sind, so gebt Gleichung (6) über in: 

oa . Ofl' = — = const. 

Vergleichen wir diese Relation mit der, welch ein Nr. 9. aus- 
drückte, zwei Punctreihen seien projectivisch, das heiszt mit 

^sfas: const, 

so ist klar, dasz die quadratische Involution entsteht, wenn zwei 
projectivische Punctreihen so aufeinander gelegt werden, dasz 
CreM0iio, ftoi« Curvtn. . 3 



» 
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die Puncte jf(un(i /, welche den Puncten im Unendlichen ent- 
sprechen, zusammenfallen. Anders ausgedrückt, hildei» zwei 
aufeinandergelegte projectivische Punctreihcn eine quadratische 
Involution, wenn einem Puncte a, sowol der einen, als der 
andern Punctreihe angehörig hctrachtet, als entsprechender 
Puiict der einzige a' zugehört. Daraus folgt der ISatz: 

Lehrsatz VI. In einer guadraUeeken Involution iet 
4ae DofipeiverhältniM von vier Puncten dem Doppelver" 
kälinle% der vier ihen eanjvgierten Punete gleich» 

a. Eigenschaften der zweifachen Puncte ()er qua- 
dratischen Involution. Es seien e und /'die beiden zwei- 
fachen Puncte der Involution (m. 6. Mr. 22.)> «Sie sind bestimmt 
durch die Gleichung: 

und es ist also 

{efaa) = {efa'a). 

Das Doppelverbältnisz (ßfaaf) ist daher seinem reeiproken Ver- 
hSltniss gleich und folglich gleich — 1 , da das DoppelverhSit-' 
nisz von vier verschiedenen Puncten nicht der positiven Einheit 
gleich sein kann* Wir haben somit den Satz: 

Lehrsatz VII. In einer quadratischen Involution sind 
die %weifachen Puncte und s^wei beliebige conjugierte Puncte 
vier harmonische Puncte. 

Die Involution des zweiten Grades läszt sich also als die 
unendliche Reihe von Punctpaaren a, a* auffassen, welche den 
gegebenen Abschnitt ef harmonisch teilen. 

Quadratische Involutionen auf derselben Gera- 
den. Zwei Involutionen ziveiten Grades, die auf derselben 
Geraden liegen, haben eine Gruppe gemein. Es gibt also zwei 
Puncte a und a' so beschaffen, dasz der Abschnitt aa^ sowol 
von den zweifachen Puncten e und f der ersten Involution, als 
den zweifachen Puncten g und k der sweiten Involution har- 
monisch geteilt wird. 

Nehmen wir nämlich einen beliebigen Pnnet m der gege- 
benen Geraden und beseichnen durch m* und mi die beiden 
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conjugierten Puiicte von m für die beiden Involutionen, so er- 
zeugen, wenn m sich auf der Geraden bewegt, m' und JWj zwei 
projectivischo Punctreihen, deren gemeinschaftlicAe Puncte offen- 
bar die den beiden gegebenen Involutionen gemeinscbaftlicbe 
Grappe bilden. 

Es ist augenblicklich klar« dasz zwei Involutionen von glei- 
chem Grade, der aber grösser als 2 ist, auf dieselbe Gerade 
gelegt, im Allgemeinen keine gemeinacliaftlicbe Grqppe besitseo* 

26. Aequianharmoniscbes System von vier Ponc- 
ten. Mittelst der Theorie der quadratischen Involution lOstsich 
die folgende Aufgabe. 

Es seien a, b, c, <f vier Puncto in gerader Linie. Die drei 
anharmonischen Grund verhältnisze derselben sind nach INr. 1.: 

{abed) = A, (ßcdb) = (adöc) = • 

Sind null zwei dieser Verhältnisze einander gleich, das heiszt ist: 

(7) l=zj^ oder Ä«—A-*.1 = 0, 

so ist aach 

und es sind also alle drei Doppelverhältnisze einander gleich. 

Es* sind nun ^ie drei Poncte a, c m gerader Linie ge- 
geben, man soll einen Pnnct d so bestimmen, dass der Glei- 
ebnng: 

oder auch: 

(fibed) = (eaöd) 

geoflgt wird. 

Wir nehmen willkürlich auf der gegebenen Geraden den 
Punct m an, und bestimmen einen Punct m' so, dasz 

3* 
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ist. Verändern nun m und m' ihre l-«at?e, so entstehen zwei 
projectivische Punctreihen, in denen den Puncten ö, C, m 
in derselben Ordnung die Puncte c, a, b, m' entsprechen. Sind 
d und e die beiden gemeinschaftlichen Puncte dieser Punct- 
reihen, so Ut 

und unsere Aufgabe ist also durch jeden der beiden Puncte d 
und e gelöst 

Sind nun a, b, c diejenigen drei Puncte der gegebenen Gera- 
den, welche die drei aobarmonischeu Verh&Itnisze 

(bcaa), (caöb), (aöee) 

zu harnionMchen machen» so sind die beiden PoDctsysteme 

a, b, c, c 

und 

a, c, b,d 

projectivisch, und da dem Puncte ö in jedem der beiden Sy- 
steme der Punct € entspricht» so sind die drei Punctpaare 

a, a; b, c; h, c 

in Involution, und a ist der eine zweifache Punct dieser durch die 
Punctpaare 6, c ; c bestimmten quadratischen Involution. Der 
zweite zweifache Punct dieser Involution ist a, da nach dem 
Obigen der Abschnitt bc durch a und a harmonisch geteilt wird. 
Folglich teilt a und «t auch den Abschnitt harmonisch, und 
es ist: 

Die Punctsysteme 

b, c, a, a; ^ d» a 

sind also projectivisch» das heisst» es sind auch die drei Ponet- 
paare 

a, a; b^h; c, c 

in Involution*). 

*) V. Stand ty Geometrie der T^ge^ Narnberg, Bauer und Raspe. 1847, 
& 181. 
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Durch den beliebigen Punci o ausserhalb der gegebeoen 
tieradeo ziehe man die Stralenbfiscbei 

0, 6, 0, c, r) uad a(ir, «) 

und schneide sie dann beide mittelst einer zu oc parallelen 
Traneversale. Die Durcbschnittspuocte seien bezüglich: 

a', a\ b', », C; 4f, e'. 

Dann ist 

X sst iacäb) = (a'ao d'b') = 
und Gleichung (7) geht also über in : 

(8) ^ 5ä«— «'rf'.«'A'+5S'*=0. 

Ist (aöcd) = — 1, so ist auch (a'ö' aoc') = ~ I, folglich hal- 
biert den Abschnitt afö\ Bieraus folgen die Identitftten: 

durch deren Substitution Gleichung (8) sieh auf 

reduciert. £s halbiert also c* auch den Abschnitt d'e', und folg- 
lich ist 

das beiszt 

Ebenso beweist man, dasz 

(dM)zs^l und (tfMMi)s— ]. 

Es »ind also ä und « die beiden sweifacben Puoete der In- 
volution 



*) V» a tau dt, ßeUväye zur Geometrie der Lage, Dürnberg, Bauer und 
BMpe. 1856—57-60, 8. 178. 
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Das Doppelverhältnisz A uat durch Gleichung (7) gegeben, 
es ist also gleich einer der imaginären dritten Wnrzeln aus — 1; 
lolglich können die vier Puncte a, ö, c, d oder a, c, e nicht 
alle reell sein. In Gleichung (9) ist aber die rechte Seite ne- 
gativ oder positiv, je nacbtlem die Puncte a' und b' reell oder 
imaginär conjugierte sind. Sind daher die drei Puncte a, b, C 
alle drei reell, so sind die Puncte d und e conjugierte imaginäre 
Puncte, sind dagegen zwei der obigen Puncte imaginär conju- 
giert, so sind die Puncte d und e reell. 

Aus Gleichung (8) folgt noch, dasz, wenn a'd' = 0 ist, auch 
O'ifss 0*^ = 0 ist, dasz also, wenn zwei der gegebenen Puncte 
zasanunenfalleD» auch die beiden Puncte d und e mit ihnen zo- 
sanimen fallen. 

Ein System von vier i'uncfen heisze äquianharmoniseh^ 
wenn die drei anharmonischen Grundverhiiltniszc einander gleich 
sind, wenn der Wert dieser Doppeh erhiiltnisze also gleich ei- 
ner der beiden imaginären dritten Wurzeln aus — J ist. 

27. Bedingungsgleichung für ein äquianharmo- 
nisches System. Sind vier Puncte m^, m^t fn^ in gera- 
der Linie nach Nr. 6. durvb die Gleichung 

(10) 4j3.Mi*+Ox.m> -|- 4a.0m -1-8 = 0 

gegeben, und sollen dieselben ein Squian harmonisches System 
bilden, so niusz 

sein, das heiszt, wenn wir für die Segmente Mim^ .... die ent- 
sprechenden Differenzen Offia— Mi»«*** setzen; 

(Ml — omt)(O0ii ~ Offi8)(om4^0ms)(om4 — o«,) J ^ 

Diese Gleichung wird bei der Entwicklung für die vier Abschnitte 
Ol»!, ^^3» symmetrisch, und ISszt sich also nur durch 
die CoefBcienten der Gleichung (10) ausdrileken. Mittelst der 
bekannten Beziehungen zwischen den Coefificienten und den 
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Wanelo einer Gleidrang findet man ohne grosie Schwierigkeit 
die Gleichung 

als Bedingung, die notwendig, aber anch hinreichend ist, damit 
die vier durch die Gleichung (10) gegebenen Puncte ein äqui- 
anl^rnionische« System bilden*). 



§. 5. 

Definitionen für ebene Cnrven« 

28. Erklärung einer Ortscurvc und cinerEiiihül- j 
ienden. Eine ebene Curve kann man sich souol durch Bewe- 
gung eines Punctes, als durch die einer geraden Linie entstan- 
den denken. Im ersten Falle heiszt sie der Ort aller Lagen 
des beweglichen Punctes, im zweiten Falle die einhüllende 
Ourve oder kurz die Einhüllende aller Lagen der beweglichen 
Geraden**). 

Eine Gerade, als Ort aller in ihr gelegener Puncte anfge- 
fasst, ist das einfachste Beispiel einer Origewrve, 

Ein Punct, als Einhüllende aller in ihm sich schneidender 
Geraden aufgelaszt, bietet den einfachsten Fall der einhüllen- 
den Curve. 

Eine Ortaeurpe oder ein Ort heisst 90» der n^tm Ordmmg» ' 
wenn eine beliebige Gerade ihn in n Puncten, die entweder reell 
oder ImaginSr» verschieden oder zusammenfallend sein können, 
schneidet. Der Ort der ersten Ordnung ist die Gerade; ein 
System von n Geraden ist ein Ort der n-ten Ordnung. Zwei 
Orte, die besOglich von der Ordnung n und fi' sind» bilden su- 
sammen einen Ort von der Ordnung ii-|-n'. 

Ein Ort der n ien Ordnung kann von einer Geraden seiner 



PainviHf Bpiation des rapport» amhmrmoniqiwi etc. QHoavellei An« 
nalea de Math^matiqnfls, 1. 19, Paris 1860, p. 4 IS). 

**) Plüeleevt Uteoria der atgArmtdun (Ernten , Bonn, Marcos. 1BS9, 

s. aoo. 
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Erklärung gemäi»z nur in n Puncteti geschnitteti werden; hat 
also eine Gerade mehr als n Puncte mit einem Orte gemein, 
so ist sie selbst ein Teil des Ortes, das heiszt, sämmfliche 
Puncte der Geraden sind auch Puncte des Ortes. 

Eine Ortscurve von ge<?ebener Ordnung heiszt einfach, 
nenn sie nicht aus Ortscurven einer niederen Ordnung zusam« 
mengesetzt ist. 

Eine Einhüllende heiszt von der n ten Classey wenn durch 
einen beliebigen Punct n Lagen der eingehüllten Geraden ge- 
hen, das heiszt, wenn von dem beliebigen Puncto n Tangen- 
ten^ die entweder reell oder imagiiiür, V(in einander verschie- 
den oder zusammenfallend sein können , an die Einhüllende 
gezogen werden können. Die Einhüllende der ersten Classe 
ist der Punct. Ein System von n Puncten ist eine Einhüllende 
der n-ten Classe. Zwei' Einhüllende, deren Classen bezüg- 
lich n und n' sind, bilden zusammen eijie Einhüllende der Classe 
n + n'. 

Kann man von einem Puncte an eine Einhüllende der n-ten 
Classe njehr als n Berührende legen, so ist dieser Punct selbst - 
ein Punct der Einhüllenden; es sind also alle (geraden, die 
durch den Punct gelegt werden können, Tangenten der Ein- 
hüllenden. 

Eine Einhüllende von bestimntter Classe heiszt einfach, 
wenn sie nicht aus Eiiihiillenden von niederer Classe zusam- 
mengesetzt ist. 

'29. Doppel tan geilten und Wen de puncte. Wir be- 
trachten zuerst eine Ortscurve der n ten Ordnung. Ist a eine 
der Lagen des erzeugenden Punctes, also ein Punct der Curve 
selbst, so heiszt die (Jerade A, welche durch a und die folgende 
Lage des beweglichen Punctes geht, die Tangente oder Be- 
rührende der Curve in diesem Puncte. Der Ort der aufeinan- 
der folgenden Lagen eines beweglichen Punctes ist also auch 
die Einhüll^de der Geraden, welche je zwei unmittelbar auf- 
einander folgende Lagen dieses Punctes verbindet. 

Im Herührungspuncte a hat die Curve roit der Tangente 
zwei Puncte gemein {%weipunctige Berührung); beide Curven 
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haben also im Allgemeinen noch n— 2 Durchschnittspiiiicte. 
Fallen zwei dieser n — 2 Puncto in einen Punct b zusammen, 
so ist die Gerade A auch im Puncte b Tangente der Curve. 
Ist dies der Fall, so heisxt A eine Doppettangente der Curve. 
Die Puncte a und b sind die iierübrun^)juocte*). 

NShert sieb aber einer der n— 2 Darchscbnlttopniicte dem 
Puncte a bis ins Unendlicbe» so bat die Gerade A daselbst eine 
irMfimucHgB BerBkrunff mit der Curve* In diesem Fidle beisst 
die Gerade Ä eine siaUanäre- oder eine Wendetangenie, Weil 
• sie, wenn wir mit a, af, a" die drei unendlicb nahen Puncte 
bezeichnen, aus denen der Berfibrungspunct bestebt, eigentlicb 
swei aufeinander folgende Tangenten aa' und a'a'* repr&sentiert» 
so können wir auch sagen, sie sei eine Doppel tangente, deren 
Berührungsponctc a und a* einander unendlicb nabe rücicen. 
Denken wir uns die Curve aber durch Bewegung einer Geraden 
entstanden, so hört diese, wenn sie in die Lage a gekommen 
ist, auf, sich in dem einen Sinne zu bewegen, sie stebt still« 
daher stationär, und bewegt sich dann im entgegengesetzten 
Sinne. Der ßerübrungspunct a der VVendetangente heiszt ein 
InflecUonS' oder ein Wendepunct, weil in ihm die Gerade A 
die Curve gleichzeitig berfibrt und schneidet, diese also von 
einer Seite der Geraden auf die andere fibergebt. 

30. Doppelpuncte und Spitien. Wir betracbten awei- 
tens die EinbttHende von der m-ten Classe. Ist A eine der 
Lagen der erseugenden Geraden, das beiszt eine Tangente der 
Curve« so ist der Punct a, in welcbem A von der unmittelbar 
folgenden Tangente gescbnitten wird, der Berflbrungspünct der 
Geraden A mit der Corve. Die EinhOllende einer bev^eglicben 
Geraden ist also aucb der Ort der Puncte, in denen sieb je swei 
aufeinander folgende Lagen dieser Geraden scbneiden. 

Durch einen beliebigen Punct laszen sich im Allgemeinen 
m Tangenten an die Curve legen. Fällt dieser Punct aber mit 
dem Puncte a der Curve zusammen, so sind zwei dieser Tan- 
genten unmitelbar aufeinander folgende, und fallen mit der 



•) Die beiden Berühiungsjmn tc können imaginär werden, ohne dasz 
die Gerade A aufhört reell zu sein. Öie besitzt auch in diesem Falle alle 
Eigenschaften einer Doppeltangenie, ■ 
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Tangente Ä zusammen. Durch einen Punct der Gurve gehen 
also auszerdem noch JK— >2 Geraden, welche die Carve in an- 
dern Paneten berOhren. 

Fallen zwei dieser m — 2 Tangenten in eine Gerade B zu- 
sammen, eo hat die CWve in a zwei Tangenten Ä und B; sie 
geht also zweimal durch a und bildet dort eine Schlinge. Die 
Geraden Ä und B berühren in a die beiden Zweige der Curve« 
die sich in ihm schneiJen, und der Panct a heiszt dann ein 
Doppel' oder w»e^aeker Pmct*), 

Fällt eine der M— 2 Tangenten mit ^1 susammen, so reprS- 
sentiert diese Gerade drei aufeinander folgende Tangenten A, AU 
A"i der Ponct a kann also als ein Doppelpunct betrachtet wer- 
den» dessen Tangenten A und £ ansaminenfalleo, dessen Schlinge 
sich also auf einen Ponct redociert. Ein solcher Punct beiszt 
SIpUi^, BäckkehT' oder StUUtandspunet, Er repräsentiert sowol 
den Durcbschnittspunct der Tangenten A und A', als den der 
Tangenten A* und A**» Denken wir uns aber die Corve durch 
Bewegung eines Punctes entstanden, so wird dieser» wenn er 
in a ankommt» stillstehen» die Richtung seiner Bewegung än- 
dern und von der einen Seite der Tangente A, der sogenannten 
Bßckkehrtanffenie, auf die andere Seite fibergehen. 

Aus den plückerschen Formeln, die wir im Folgenden 
(§. IC)) beweisen werden, folgt, dasz im Allgemeinen eine Orts- 
curve von bestimmter Ordnung weder Doppelputrcte noch Spitzen 
hat, dagegen Doppeltangenten und Wendepuncte besitzt, dasz 
dagegen im Alliremeinen der Einbiillenden einer bestimmten 
Classe die siogulären Tangenten t'ebien, dasz sie aber Doppel- 
und 6tillätaudispuncte besitzt. 

Ist die Cnrve von eigebtfimlicber Natur» so kann sie auch 
singuläre Puncto und Tangenten von höherer Ordnung besitseo. 
Etne Tangente heis%t r^faekt ««'enn sie die Curve in r Puncten 
berfihrt, die entweder alle verschieden sind oder sum Teil oder 



*) Die beiden Tangenten A und B können auch imaginär werden. Dann 
titnd die beiden Zwdgo der Conre ebenfalls imaginär, nicht aber ihr Dorch- 
schnittipQiict o. Dieser helssfe in einem tolchea Valle ein uolterfer Atnef^ 
nnd kann als ein nnendlich Uehioe oder venehwindeiidei Oval «n%«fiuMt 
werden. 
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sSmmtlich zusammenfallen können. Ein Punct heiaU r-fach, 
wenn die Curve r-raal durch ihn hindurch geht; durch ihn ge- 
hen daher r Tangenten, die entweder alle verschieden sind, oder 
auch zum Teil oder sämmtlich zusammenfallen. 

31. Vielfache Puncte und Tangenten. Ist a ein 
r-facher Punct einer ( »irvc, so schneidet jede durch a geleimte 
Gerade die Curve in diesem Puncte r mal. Der Punct a gilt 
demnach für r Durchschnittspuncte der Geraden und der Curve. 
Berührt ilie Gerade aber im Puncte a einen der Zweige der 
Curve, die durch a gehen, so hat sie auch den zu a unendlich 
nahen Punct dieses Zweiges mit der Curve gemein. In diesem 
Falle z.Hhlt also a für r + 1 Durchschnittspuncte der Curve mit 
der Tangente. Unter allen Geraden, die durch den Punct a 
gezogen werdeu können, gibt es daher nur r Gerade, nämlich 
die r Tangenten an die r Zweige der Curve, welche dort die 
Curve in r-f 1 zusammenfallerulen Puncten schneiden. Hal)en 
daher r\\ Gerade diese Eigenschaft, so hat sie jede durch 
a gezogene Gerade ebenfalls und a ist ein (r -f l)-facber Puuct 
der Curve. 

Ist A dem entsprechend eine r-fache Tangente der Curve, 
so zählt sie für r der Tangenten, die durch einen Punct in ihr 
selbst gelegt werden können. Aber sie zählt für r-(-l Tan- 
genten in Bezug auf die Durcbschnittspuncte dieser Geraden mit 
der Curve. Von jedem Puncte der Geraden A geben also r 
mit A selbst zusammenfallende Tangenten der Curve aus. Un- 
ter diesen Puncten sind nur r, von denen jedesmal r-\- \ Tan- 
genten ausgehen, die mit A zusammenfallen. Gibt es in A noch 
einen Punct, der diese letztere Eigenschaft hat, so hat sie auch 
jeder andere Punct der Geraden At und diese ist also eine 
(r-f IHacbe Tangente. 

Dies vorausgesetzt, folgen die Sätze: 

Lehrsatz 1. Hat eine Curve der n^ten Ordnung einem 
n-fachen Punct a, eo ist sie ein Sißetem wn n Geraden, 
die Sick in a schneiden. 

]>enn jede Gerade, welche m mit elMn beliebigen Puncte des 
Ortes verbindet, bat mit ibm fi-|-l Pünete gemein, ist also 
selbst ein Teil dee betreffniden Ortec. 
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Ebenso ' entsteht : 

Lehrsatz II. Hat eine Einhüllende der m-ten Classe 
eine m- fache Tangente, so ist sie ein JS^stem vü» m nuf 
dieser Geraden liegenden Functenm 

Ferner: 

L e h r 8 a t z 1 11. Eine einfache Curve n-ter Ordnung kann, 
wenn sie einen (n'-'l)-faeAen Punct Aai, Mnen 
punet mehr haben. 

Denn die Gerade , welche diese beiden Pancte verbindet, 
hätte M + 1 Dorebschnittsponcte mit der Cnnre gemein. 

Dem entspricht der Satz: 

Lehrsatz IV. Shie einfache Oave der m4em Gaue 
Mann, aua%er einer (m^iy fachen Tangente, keine Deppel- 
tangenie haben. 

Denn sie würden für ihren Durchschnittspuuct m-f-l Tan* 
genteil repräsentieren. 

CtemelnseliAfiUeta^ Pnnete und Tani^enten sweier 

Curven« 

32. Zahl der Dnrehsehnittspunete zweier Cnrven. 
In wieviel Pnncten sehneiden sieh swei Cnrven bezüglich von 
der Ordnung n und «'9 

Als ein selbstverständiiclics: Axiom angenommen^ dasz die 
Zahl der Durchi>chnittspuncte allein von den Ordnungen n und 
n' abhängt, bleibt diese Zahl unverändert, wenn wir für die ge- 
gebenen Curvcfi andere Orte derselben Ordnung substituieren. 
Setzen wir für die Curve der »' ten Ordnung n' Gerade, so 
schneiden diese die Curve der n-ten Ordnung in n*n' Puncteo. 
Das liefert den Sats: 

Lehrsatz I. Zwei Cureen be%ügUch von der wten und 
n'-ten Ordnung schneiden sich in n,n' Puncten, die ent- 
weder reell oder imagimär, alle verschieden Oder wem 
Teil oder eämmilich wueammenfaUend sein hßtmem. 
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Man sagt, zvrei Curven haben eine wwe^^unctiffe, dreipunc- 
tige, vierpunctige , fUnfpuHcHge, sechspuneüge, . . . r-jmnc- 
tige Berührung, wenn sie twei, drei, vier, fünf, sechs, . . . . , r 
aofeinander folgende Pancte mit einander gemein haben. 

a. Einfluss der vielfachen Puncto. Gehen durch 
einen Panct a r Zweige einer Curve und r' Zweige einer an- 
dern, so niuss dieser Punct als Durchscbnittspunct eines Jeden 
Zweiges der ersten Cur?e mit jedem Zweige der zweiten 
Curvc ansjesehen werden. Er zählt also für r.r* zusammen- 
fallende Durchscbnittspuncte. Haben avsserdem ein Zweig 
der ersten Curve und ein Zweig der zweiten Curye in a eine 
gemeinschaftliche Tangente, so haben sie dort zwei gemein- 
schaftliche Puncte, und a gilt also für r.r' -fl Durchscbnitts- 
puncte. Haben allgemein die beiden Curven in a s gemein- 
schaftliche Tangenten, so zfiblt n für r.r'-f' gemeinscliaftliche 
Puncte der beiden Curven. 

In dem speciellen Falle, wenn r Tangenten der ersten Curve 
mit r' Tangenten der zweiten Curve im gemeinschaftlichen 
Puncte a in eine einzige Gerade T zusammenfallen, stellt die- 
selbe, r'<r vorausgesetzt, r' gemeinschaftliche Tangenten vor, 
die Zahl der in a vereinigten Durchscbnittspuncte ist also 
r'(r+l). Diese Zahl kann aher noch gröszcr werden, und 
zwar jedesmal, wenn die Gera<le T eine innigere Berührung mit 
einer der beiden Curven eifigcht, das heiszt, wenn sie dieselbe 
in mehr als r-|-l oder r'-f 1 mit a zusammenfallenden Puncten 
schneidet. Hat z. B, die Gerade T in a mit der ersten Curve 
2r Puncte, mit der zweiten r'-f I I^uncte gemein, so gilt der 
Punct a als ein r(r'+ l)-maliger Durchschnittspunct beider Cur- 
ven. Hieraus ist leicht zu zeigen, dasz, wenn ein System K 
von r Curven der zweiten Ordnung, die den Punct a gemein 
haben und dort sämmtlicb von einer Geraden 7 berfihrt werden, 
sowie eine beliebige andere Curve C, die'f' Zweige besitzt, 
die sämmtlieb dnreh a geben und dort ebenfalls sämmtlicb von 
der. Geraden T berfihrt werden, gegeben sind, der Panct a in 
diesem Falle r'-f-J Darchschnittspnncte der Corvo C mit jeder 
der Gnrven des Systems K darstellt, dass er also für r(r'-j-]) 
gemeinschaftliche Pancte der Corve C und des gesammten Sy- 
stems der Carmen JT-sIhlt 
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ö. Zahl der gemeioschaftlichen Tangenten zweier 
Curven. Vollständig analog beweist man den Satz: 

Lehrsatz 11. Zwei Curven bezüglich der m-ten und 
m''ten Classe haben m.m' gemeinschaftliche Tangenten. 

Und 80 weiter*). 

Anzahl der Beding^ani^eii, dorcli welche eine Cnrve 
n-ter Ordnuni^ oder m-ter Classe hestimmt wird. 

33. Zahl der Bedingungen, denen eine Curve ge- 
nügt, die einen r- fachen Punct hat. Soll eine Curve 
durch einen bestimmten Punct a gehen, so gilt dies offenbar 
für eine Bedingung. 

Durch a legen wir eine Gerade A. Soll nun die Curve 
auch den a benachbarten Punct der Geraden A enthalten, soll 
also die Curve nicht blos durch a gehen, sondern auch die 
Gerade A in diesem Puncte berühren, so zählt das für waei 
Bedingungen. 

Wir legen durch a eine zweite Gerade Ax, Soll nun die 
Curve auszer den beiden benachbarten Puncten von A auch 
den Punct enthalten, der in der Geraden Ai dem Puncte a un- 
endlich nahe ist, so wird das für drei Bedingungen gelten; in 
diesem Falle schneidet aber jede durch a gezogene Gerade in 
die(«om Puncte die Curve zweimal, a ist also ein Doppelpunct 
der Curve. Soll daher die Curve in a einen Doppelpunct haben, 
so zfihlt derselbe für drei Bedingungen. 

Hat die Curve in a einen Doppelpunkt, was drei Bedin- 
gungen entspricht, so schneidet jede Gernde A, welche durch 
a geht, dieselbe in zwei in a zusammenfallenden PuDcten. Soll 



♦) Die Eigenschaften der Curven von gegebener Clnsse leiten sich aus 
den Eigcnschnften der Curven von bestimmter Ordnung und umgekehrt 
mittelst des Princips der Dualität ab, das wir als selbstverständlich und ab- 
solut Ansehen, das hciszt als unabhängig von einer speciellea Tiieorie der 
Trnnsfonnation der Figuren. 
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die Curve nun doreh ciiieii dritten unmittelbar folgenden Panct 
von A gehen, soll ele aleo mit der Geraden io a drei Puncte 
gemein haben, so ist dies offenbar eine neue Bedingung. Ver- 
langt man dasselbe fSr zvrei andere Gerade Ai and Ag, die 
ebenfalls durch a gehen , so haben wir Im Ganaen sechs Be- 
dingungen. Gehen aber durch a drei Gerade» deren jede die 
Cnnre in diesem Puncte dreimal schneidet, so ist dieser Pnnet 
ein dreifacher Punct der Gurye. Soll also a ein dreifacher 
Pnnct der Curve sein, so sählt das fflr secks Bedingungen. 

Allgemein sei Xr-\ die Zahl der Be<Iingungen, wenn die 
Cnrve in a einen (r — l)-fachen Punct haben soll. Jede Gerade 
At die durch a geht, hat dann in diesem Puncte r — 1 mit der 
Curve genieinschaniiclie I^unctc. Soll nun diese (^urve noch 
den nächstfolgenden Pnnt t der Geraden i4 enthalter), das heiszt, 
soll die (lerade A r Pnncte mit der Curve gen»ein haben, so • 
ist das eine weitere Bedingung. Wird dasselbe für r — 1 an- 
dere Gerade verlangt, die auch durch a gelegt sind, so haben 
wir ini (ilanzen Xr~i + i' Hcdingungen. Gehen aber durch a~ 
r (Gerade, deren jede in diesem Puncte r gemeinschaftliche 
Puncte mit der Curve hat, so ist nach Nr. 31. a ein r-facher 
Punct der Curve: folglieh gilt, wenn der Punct a ein r-facher 
Punct der Curve sein soll, dies/Sr a?r = ä?r-H r Bedingungen, 
das heiszt es ist allgemein 

a?r = ir(r-fl). 

34. Zahl der Bedingungen, die eine Curve voll- 
st ä n d i g b e s t i rn ni e n ; C u r \ e n r e i h e n v o m I n d e x iV. Durch 
wieviele Bedingungen ist nun eine Curve is-ter Ordnung he- 
ötininit? 

Soll die Curve einen ft*faclien Punct a enthalten, so gilt 
das nach dem Obigen für |n(n-f I) Bedingungen. Nun Ist aber 
eine Curve ti ter Ordnung, die einen n- fachen Punct enthält 
nach Nr. 'U. das System von II sich in diesem Puncte schnei- 
dender Geraden; diese sind sa'mmtlich bestimmt, sobald in jeder 
derselben ein zweiter Punct gegeben ist und somit ergibt sich 
der Satz: 

Lehreatz I. Die Zahi der Bedingungen, welche eine 
(harte «on geg^benier Ordnung n poileländig stimmen, 
Ui gleich 
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^ i«(n + l) + » = in(«+3)*). 

Sind nur 5W(« + 3) — 1 Bedingungen gegeben, so gibt es 
unendlich viele Curven der »-ten Ordnung, die dieselben er- 
fillleij. Unter ihnen werden innner eine bestimmte Anzahl durch 
einen beliebigen Punct gehen. Diese Zahl sei n. Die ge- 
rammten Systeme dieser Curven, deren Zahl unendlich grosz ist, 
nennen wir eine Reihe von Curven der n-ten Ordnung und 
vom Index n **). 

So bilden z. ß. die Tangenten einiT Curve der m ten Classe 
eine Reihe der ersten Ordnung vom Index m. 

Im Allgemeinen gibt es immer eine Curve, welche eine 
gegebene Reihe einhüllt, das heiszt in jedem Puncte eine der 
Curven der Reihe berührt. Die ganze Reihe läszt sich durch 
die stetige Bewegung einer Curve erzeugt denken, die gleich- 
zeitig die Form und den Ort verändert und dabei stets den ge- 
gebenen Bedingungen genügt. Die Puncte, in denen eine Curve 
einer Reihe, die ihr unmittelbar benachbarte schneidet, sind 
gleichzeitig die Berührungspuncte zwischen der ersten Curve 
und der Einhüllenden der Reihe. 

In einer Reihe von Curven fi ter Ordnung kann man jede 
einzelne als von dem Werte einer bestimmten variablen Crosze 
abhängig betrachten, wie e(\va, um ein Beispiel anzuführen, von 
dem Producfe der anharmonischen Verhältnisze 

{abcxx ) . {abcx^ .... (aöcXn) , 

worin a, b, C drei gegebene Puncte in gerader Linie bedeuten, 

und a?! , a?«, X^ , ar« die Puncte sind, in denen diese Gerade 

die (^irve schneidet. 

Dieser Grösze, deren verschiedene Werte zur Bestimmung 
der vemchiedcnen Curven ein und derselben Reihe dienen, 
pflegt man den Namen Parameter zu geben. 

< 

♦) Kl>on»o Ut eine Curve «<-tcr Classe durch iw(M + 3) Bedingungen 
{«(«utlinint, 

•) Jotnjuiires, Thfyrhnes g^n€raux concemant les courbes g€om€trique9 
fUnP* (Fun ordr« quel</uonque. (Journal de M. LiouviUe, Avril 1861. 
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HSns^f die Curve von irrationalen Functionen des Parame- 
ters ab, so werden die verschiedenen Werte dieser Functionen, 
es seien r, ebenso viele Curven bestimmen, welche alle ein 
und demselben Werte des Parameters entsprechen. Die Gruppe 
dieser r Curven kann als ein Ort der r.n- ten Ordnung betrach- 
tet werden, und die gegebene Reihe als eine solche von der 
r.n -ten Ordnung, in welcher jeder Wert des Parameters nur 
eine einzige Curve individualisiert. Eine solche Reihe kann 
man fmsammengesetU nennen mit Rücksicht auf die Curven 
n-ter Ordnung, und einfach in Bezug auf die Gruppen oder 
Curven der r.n-ten Ordnung. Daher ist klar, dasz der Fall 
einer zusammengesetzten Reihe, aus diesem Gesichtspuncte 
aufgefaszt, auf den der einfachen Reihen zurückgeführt werden 
kann. Wir werden im Folgenden daher nur von letzteren reden, 
gleichgültig ob die Elemente derselben einfache Curven oder 
Gruppen von Carven sind. 

• 

35. Grüszte Zahl der Doppelpuncte. Aus dem in 
Nr. 34. bewiesenen Satze ergibt sich folgendes weitere Theorem: 

% 

Lehrsatz II. EtM einfache Ctarte der n-lM Orif- ' 
mmg kaum mU Etnachhun der S^ßUmt imr Kit— 
Dw^ß^fM^ haben. 

UätA sie nämlich einen Doppelpunct mehr, so könnte man 
durch diese l(n~'\)(n — *2) 1 und durch andere n — 3 Punete 
dieser Curve, das heiszt inj Ganzen durch ^(n — 2)(n — 2-f3) 
Pnncte eine Curve der (n — 2) -ten Ordnung legen, welche mit 
der gegebenen Curve 

2 »K«- l)(n-2) -I- 1 1 *f «—3 = «(«—2) -l- 1 

Durchschnittspuncte hätte, was unmöglich ist, wenn die gege- 
bene Curve nicht aus Curven einer niedrigeren Ordnung zu> 
saromengesetzt ist*). 

§. 8. 

Bie Wamtamtm Cliaalea' o* Am TUwrcm tob Cava^t. 

36. Das Porisma Chasles' für eine Ortscurve. Es 



♦) Plüeher, a. o. 0., S. 215. 
Cremona, E^tn« ihmen, 4 
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sei (Fig. VI.) abc ein Dreieck. Eid beliebiger Piinct a von bc 
ist durch das Verhaltnisz ebeoso ein Puuct h anf ca durch 

das Verhaltnisz ^— gegeben. Ziehen wir die Geraden ad und 

bh, und schneiden dieselben sieb in m, so ist dieser Punct 

de hc 

vollständig durch die beiden Verhältnisze ^ und ^ bestimmt« 

Diese Verhältnisze betrachten wir als eine Art Coordinaten 
des Punctes m. Die Gerade cm schneidet ab im Puncte 

tb 

wodurch ein drittes Verhaltnisz — entsteht. Diese drei Ver- 

ca 

hältnisze sind unter einander durch eine einfache Relation ver- 
bunden. Man hat nämlich ^ach dem bekannten Theorem des 
Ceva*): 

hc dc cb 

• 

ba ' «6 T~ za' 

Liegt der Punct m auf einer der Seiten ca oder cb, so ver- 
schwindet eine der Coordinaten, liegt m dagegen auf ab, so 
werden beide Coordinaten unendlich grosz, aber ihr Verhaltnisz, 

ausgedrückt durch — — , ist eine endliche Grüsze. 

Laszen wir jetzt den Punct m sich auf einer Gerden be- 
wegen, so erzeugen die Puncte d und b auf cb und ca zwei 
projectivische Punctreihen, da jeder Lage von a nur eine Lage 
von h entspricht und umgekehrt. Es besteht folglich zwischen 

de bc 

den Verhältniszen -r und ^» durch welche die Puncte d und 

du Da 

b bestimmt werden, eine Gleichung, die für beide vom ersten 
Grade ist. Da nun für den Punct, in welchem die gegebene 

dc bc 

Grade aö schneidet, beide Verhältnisze ^ und -r unendlich 

va db 

werden, so kann diese Gleichung nur die Form: 



*) Von Ccva im Jahre 1678 gegebeu. Man sehe Chasies, Äperpt 
historique^ S. 299 der deutschen ücbcrsetzung. 
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haben. Diese Relation zwiscbeo den CoordinateD eines belie- 
gen Punctes m einer gegebenen Geraden heiese die OMckimg 
der Geraden. 

Untersaehen wir Jetst, ven welcher Form die Relation zwi- 
sehen den Coordioafen des Ponctes m ist, wenn derselbe sich 
auf einer Curve der »*ten Ordnung bewegt. Eine Gerade, 
deren Gteiehting die (1) sei, sebneidet die Curve in n Puncten, 
folglich nrass dieGleichong (1) und die gesuchte Gleichung von 

0c '^e 

n Coordinatenpaaren ^* |^ gleichzeitig erfallt werden, die ge- 
sachte Relation ist daher notwendig rem ««ten Grade liir jctio 
der beiden Coordlnaten des Punctes und da die Zahl der 
Bedingungen, welche eine Curve n-ter Ordnung bestimmen 
^n-\-Z) ist^ so niuss die fragliche Relation i9i(7i-f-3) von ein- 
ander unabhängige CoefBcienten haben. 

Hieraus ergibt sich der Satz: 

Lehrsats I. Seieegi 9§ek ektümet m auf einer Curve 
der n'ten Ordnmff, so beetekt zwischen den veränderli- 
chen Ooardtnaten dee Bmetee m etne beeUmmte Relation 
99n der fform: 



weiche man die Gleichung dee Ortes dee Functes m 
nennen iamL 

.Und dem entsprechend: 

Lehrsatz II. Bewegt sich ein Punct m der Art, dasz- 
zwischen seinen Coordinaten eine Gleichung von der Form 
(2) besteht, so iet der Ort des Punctes m eine Curve der 
U'ten Ordnung* 
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37. Das Porisma Chasles' für eine Einhüllende. 
Es sei wiederum ö^c ein Dreieck. Ein Punct a in bc, bestimmt 

durch das Verhältnisz — , und ein Punct b in ac, bestimmt 

ÜC 

durch das Verhältnisz bestimmen zusammen eine Gerade 

«5, welche denigemasz durch die Verhältnisze ^ und ^ voll- 
ständig gegeben ist. Diese Verhältnisze nennt man Coordi- 
naten der Geraden. Sie trifft die dritte Seite ab in einem drit- 

^b p.. 

ten Puncte c; dadurch entsteht ein neues Verhältnisz -. Diese 

Cm 

drei Verhältnisze sind nach dem Satz des Menelaus*) durch 
die einfache Relation: 

ab i>a cb 
ac' bc ca 

verbunden. Geht die Gerade ab durch einen der Puncte a und 
b, so verschwindet eine der beiden Coordinaten« geht dagegen 
die Gerade durch c, so werden beide Coordinaten unendlich 

grosz, aber ihr Verhältnisz bleibt endlich gleich ^* 

Laszen wir jetzt die Gerade ab sich um einen festen Punct 
drehen, so erzeugen die beiden Puncte a und b zwei projecti- 
vische Punctreihen. Es musz also zwischen den Coordinaten 
der Geraden ab eine Gleichung des ersten Grades statt haben. 
Da nun, wenn die bewegliche Gerade durch c geht^ beide Coor- 
dinaten unendlich werden, so hat die Gleichung die Form: 

Diese Relation zwischen den Coordinaten einer Geraden^ 
die sich um einen festen Punct dreht, nennen wir die Gleichung 
des Punctes, als Einhüllende der beweglichen Geraden auf- 
gefaszt. 

Die Gerade ab bewege sich ferner so, dasz sie von einer 
Curve der »i-ten Classe umhüllt werde. Welche Relation be- 



*) Menelausy Sphaerica, III, 1. 
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steht dann zwischen den Coordinaten der beweglichen Geraden? 
Vou einem beliebigen Puncte, deszen Gleichung die (1*) sei, 
gehen m Tangenten der Curve aus, das heiszt m Lagen der 
beweglichen Geraden. Die gesuchte Relation und die Glei- 
chung (1*) niüszen also gleichzeitig durch m Systeme von Wer- 
ten der Coordinaten erfüllt werden, woraus sich ergibt, dasz 
die geisuchte Relation für jede der beiden Coordinaten vom 
m-ten Grade sein inusz. Da nun aber die. Curve »l-ter Classe 
darch im(m-{-'S) Bedingungen bestimmt ist, so rausz die Re- 
lation \m{m-j-d) von einander unabhängige Coeflficienten ent- 
halten. 

Hieraus folgert sich der Satz: 

Lehrsatz IIL Bimeffi Heh eine Oetade 90, 4am tte 
von einer Curve der m-ten Ciaeee umhtUU wird, eo be^ 
steht upieehen den Coordinaten der öewefftteken Geraden 
beständig eine Relation von der florm: 

(2*) 



+ 



= 0. 



Ba /Bfl\* /Ba\" 

die man als die Gleichung der Einhüllenden der be- 
weglichen Geraden ansehen kann. 

ÜiDgekehrt ergibt eich noch: 

Lehrsatz IV. Bewegt sich eine Gerade so, dasz ihre 
Coordinaten beständig einer Gleichung von der Form (2*) 
genügen, so ist die Einhüllende dieser Geraden eine Curve 
der m-ten Classe, 

Die in den beiden letzten Nummern bewiesenen wiehtigen 
sind ¥on CAasies gegeben*). 



*) dptff» MHerifSie, p, SSO. 
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Das Theorem ▼oo Carsot. Wk wenden ans wie- 
der zor Gleichuog (2) Nr. 96. In den Pnneftn 

in denen die Cur?e, welche sie darstellt, die Ger&de cö schnei- 
de 

det, wird die Ceordinate ^==^0, die andere Goordinate folgt 

ans der Gleichung, wenn man in dieselbe sabstituiert. 

Anf diese Weise entsteht: 

ac a'c a^ c^"-') c ^ . g 
iö'a'ö'a"ö ' " - S • 

Ebenso erhilt man flir die Pancte 

in denen die Curre die Gerade ca sebneidet: 

bc b'c b"C b^r£-\)c ^ g 

bi'Wa'b'*a " 'U'^^)a-'^'~^^ ^' 

Dividiert man femer Gleichung (2) in Nr. 36. durch 
und beachtet den Sats des Ceva, so entsteht: 

+ ^=a 

ab 

Setsen wir hierin — =0, so erhalten wir die Durchschnitts- 

puocte 

c, f', c^-*) 

der Gurre und der Geraden ab\ folglich ist auch: 

cb c'b d'b c("-^)6 

Diese drei Resultate mit einander ferbunden liefern die 

Gleichung: 
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Dadurch ist das berflhmte Theorem von Carnoi*) bewieaen: 

Lehrsatz V. Schneidet eine Curve der n-ten Ordnung 
die Seite» öe, ea, aö eines Dreiecke abe öetägHek i» dem 
Pmwtem 

eo beetehl immer die Gieichmg (3). 
Dieser Sats iSaat sich auf jedes beliebige Polygun erweitern. 

39. Anwendunj^ auf (>urven zweiter Or<l ii ung. Ist 
n=l, so tallt das Theorem von Carnot mit dem Satze des 
Meneiaus zusammen. Ist « = 2, so ergibt sich daraus eine 
Eigenschaft von sechs Puncten einer Curvc zweiter Ordnuni;. 
Da nun aber eine Curve der zweiten Ordnung nach Nr. 34. 
durch fünf Puncte bestimmt ist, so hat man umgekehrt den 
Satz : 

Lehrsatz VI. Bestimme man auf den Seiten öe, ea, 
eb einee Dreieeke bee/Skgüeh die Fiuwte 



eo, deum meieeken ihnen die Gleiekimg: 

ab,a'b.b c . b'c.ca.c'a ^ _ 



*) Qiomäriä de poidum, Fttri«. 1603. p. S91. Dentoeh von Sckmmachtr^ 
AltoMM. 1808—1810, mit Zotiteen von Oont«. 
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besteht, so liegen die sechs Puncte a, c'; \>, h'\ c, c' auf 
einer Curve der zweiten Ordnung. 



Fallen die Puncte a', h', respective mit a, 3, c 
1, berührt also die Curve die Seiten des Dreieck« in a, h 
und tt 80 gebt die obige Gleicbong fiber in: 

Das obere Zeichen kann nicht gelteo» da sonst nach dem Satze 
des Meneiaus A\e Puncte a, c in gerader Linie liegen 
mllszten, und eine Curve zweiter Ordnung nur zwei Pancte mit 
einer Geraden gemein haben kann. Nehmen wir also das ne- 
gative Zeichen^ so folgt, unter Anwendung des Satzes von 
Ceva, dasz die drei Geraden ad, bff, cc sich In einem Puncte 
schneiden. Folglich haben wir den Satz: 

Lehrsatz Vll. Ist eine Curve zweiter Ordnung einem 
Dreieck eingeschrieben, so schneiden sich die Geraden, 
welche die Scheitel mit den gegenüberliegenden Beruh- 
rungspuncten verbinden, in demselben Puncte. 

a. Anwendunt; auf Gur?en dritter Ordnung. Für 
II SS 3 erhalten wir ans dem Theorem des Carnot das neue: 

Lehrsatz VIII. Schneiden die Seiten be, eai ab eines 
Dreiecks abc eine Cmve der dritten Ordnung be»ügUch 
in dm Puncten 

so findet zwischen den entetekenden MeeknOten der drei 
Seiten die Gleiekiiing etaU: 

ab. a'b . a."b . bc . h'c . ^>"c . ca . c'a . t"a . 

^' ac .ft'c . a"c . ba . b'a .h"a, cb.c ö7c^ 

Liegen nun die sechs Poncte 

a, ft'; b, b'; c, C 

in einer Curve der zweiten Ordnung, so gilt fiBr sie die Glel- 
chnng (4). Dividieren wir durch diese die Gleichling (5)» so 
entsteht: 
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uod die PoDcte c" liegen daher io gerader liieie. Lie- 

gen amgekehrt a'\ "b^*, €* in gerader Linie, ao befinden aicb 
die übrigen seeha Dnrchsehnittspnncte auf einer Cnrve iwelter 
Ordnung, 

b. Fortsetzung. Tangentialpnnct. Bestellt der Ort 
der zweiten Ordnung M'lftÜ'CC' aus dem Systeme zweier zusam* 
menfallender Geraden» ee geht der obige Satz in den folgen- 
den über: 

Lehrsatz IX. Legt man durch die Puncte, in denen 
eine Curve dritter Ordnung von einer Geraden geschnit' 
ten wird, Tangenten an die Curve, so schneiden diese die 
Curve in drei neuen Pimeten, die in einer weiten Geraden 
Uegen*). 

Berührt eine Gerade eine Curve der dritten Ordnung im Puncto 
A und schneidet sie einfach im Puncte so heiszt der Punct 
der Tangeniia^funet von a; wir kOnnen daher auch eagen: 

Lehrsatz X. Liegen drei Puncte einer Curve der drit- 
ten Ordnung in einer Geraden R, so liegen ihre Tangen- 
tiatpuncte in einer weiten Geraden S, 

Die Gerade S heiazt der Geraden R beigeordnet (rotte 
sattelite), diese dagegen heiszt A\e primitive* Der Dureb- 
ecbnittspanct beider Geraden beiezt der be^eoräne^ FUnei 
(pnnto aattelite) yoo B, 

Ist R eiüc Tangente der Curve dritter Ordnung, so föllt der 
beigeordnete Punct mit dem Tangentialpnnct des Berührungs- 
purictes zusammen, und die beigeordnete Gerade ist die Tan- 
gente der Curve im beigeordneten Puncte. 

c. Fortsetzung. Wird die Gerade tt^tf eine Weode 
tangente der Cunre der dritten Ofdnnng, so ergibt sich der 6utz: 



♦) Man sehe die Abhandlung MacAaurins , Ueber die Ourven der 
dritten Ordnung, übersetzt von Jonquieres: Mücmges de G^mitrie pure, 
Ml. 185«. p. S28. 
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Lehrsatz XI. Heki man au» eUnm Wamü^ßmeMe €l- 
«er Curve dritter Ordmmg drei beäMge ftansverealen, 
eö eeknMen dteee die Cwrve in eeeke Brneten, die in 
einer Cmve der »weiten Ürdnung liegen. 

Liegen von diesen sechs Puncten drei in einer Geraden, 
80 liegen die drei .fibrigen ebenfalls in einer Geraden. Folglich 
gilt dann der Satz: 

Lehrsatz XII. Zieht man durch einen Wendepunet 
einer Cwrve dritter Ordnung drei Tangenten an die Curve, 
eo liegen die drei BerOhrungspunete in gerader JUnie*). 

A FertaetsnDg. Liegen die Plincte üf, V\ t* fai gera* 
der Linie, so liegen die andern sechs a, a'; l»'; c, in einer 
Cnrve der zweiten Ordnung; fallen nun von diesen drei «V 
t in einen Punet zusammen, so ergibt sich der neue Sats: 

.'iw:^ #(m^ Lehrsatz XIII. Beri^areri drei Transversalen , die 
durch einen Punet a' einer Curve dritter Ordnung gehen, 
. diese in drei Puncten a", b", xf* in gerader Linie y und 
gleichzeitig in drei andern Puncten a, 0, c, so hat die 
Curve der dritten Ordnung in a' eine dreipunctige Berüh- 
rung mit einer Curve zweiter Ordnung, die gleichzeitig 
durch die Functe a,^, c geht. 

Fallen ef, In einen Wendepnnct lusaminen» so folgt 
ans dem letzten Satze der neue: 

Lehrsatz XIV. Jede Transversale, welche durch ei- 
nen Wendepunet einer Curve dritter Ordnung gezogen ist, 
schneidet dieselbe in zwei Puncten, in welchen diese Curve 
mit ein und derselben Curve zweiter ^Ordnung zwei drei' 
punetige Berührungen hat**). 

Hieraus folgt noch: 

Lehrsatz XV. Zieht man durch einen Wendepunet 
einer Curve dritter Ordnung eine Berührende an die 
Curve, so hat diese in ihrem »weiten Berührungspuncte 



*) Maclaurint a. a. 0^ p. 226. 

**) Ponfltt^ ÄMalgs$ du Iw mr w iht . (firtlUt Joonsl T. 8. Ber- 
lin, Baimer. 18S2. 8. 129^185.) 
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eine sechspunetige Berüknmg mit einer Curve der twei- 
ten Ordnung*), 

40. Der Satz von Chasles über die Tangenten ei- 
ner Curve. Wir betrachten jetzt zweitens eine Einhüllende 
der ;72-ten Classe. Sie sei gegeben durch die Gleichung (2*) 
in Nr. 38. Um die Tangenten der Curve, welche durch a 

gebeo, 211 erhalten, mOszeD wir io der Gleichuog eetieiL 

Die resultierende Gleicbung gibt die Werte der zweiten Coordi- 
naten der Puncie 



in weichen bc durch die Tangenten geschnitten wird» die durch 
a gehen. Aof diese Weise entsteht: 

Ffir die Poncte 

in denen ca durch die Tangenten, welche durch ö gehen, ge- 
schnitten wird, erhalten wir die entsprechende Relation: 




hc) 



und 




♦) Flacker^ Oeber Curven dritter Ordnung und anaUftiseJu Beweisjuk' 
rung. (^Grelles Joornal T. 34. Berlin, Beimer. 1847. S. 330.) 
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Setien wir hierin ^ ss 0, so argoben sich hieraus die Paecte 

in denen aö von den Tangenten die durch c geben geschnit- 
ten wird. Es ist also: 

Diese drei Resultate mit einander verglichen liefern die 
Relation : 

Ca c'a c"a c('»-*)a 

Hierin liegt der Satz*): 

Lshrsats XVL ZMt man durch dU drei Scheitel o» 
bf e ebtes Drdedte ahc Tmffcnien a» ekie Citrce 4er 
m^ien dacect welche 4le SeUem hc^ ca, beaifgHch 1» 
de» PimUens 

tt, a', a", a(*»-*); 

eehneiden, so besteht KuHschen den Abschnitten, welche 
durch diese Puncte auf den Seiten gebadet werden, immer 
die Belatian (3*). 

Fft m=:l enthält Gleichung (3*) das Theorem des Ceesu 

Für fli=2 hat man eine Eigenschaft von sechs Tangenten 
einer Curve »weiter Class^ und leitet daraus den Sats ab: 



CAatI««, MmM «^ptfw«, Paris, Bsehdiw. ISftS. ^a<l. 
Deutseh von <9eAss««, Bnunsohiraig, Loibradc 1866. 
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Lehrsatz XVII. Ist eine Curve zweiler Classe einem 
Dreieck umschrieben ^ so schneiden die Tangenten in den 
Scheitelpuncten die gegenüberstehenden Seiten in drei 
Puncten, die in gerader Linie liegen» 

U. a. w.« II. 0. w. 

41. Curvenbüscbel. Es seien 

die zu Gleichung (2) Nr. 36. analogen Gleichungen zweier Cur- 
ven der n-tcn Ordnung. Ist X eine beliebige Grüsze, so stellt 
die Gleichung 

oÜNilNir eine nene Cnnre der i^ten Ordnung vor. Die Werte 
der Coordinaten ^ und ^> welche ö und U annaUieren, er- 

rollen aveh die Gleichung IT-f-Alf s:0; folglich liegen die 
Dnrcbschmttsponcte der beiden CarFen CTsO und CTssO alle 
auf der Cnrre» deren Gleiehong 17-fllfsO^iet Da nun diese 
letzte Gleichung ffir jeden der unendlich vielen Werte Ton X 
eine Corve der ii-ten Ordnung reprisentiert, so gilt der Sats: 

Lehrsatz XVIII. Durch die Durchschnittspuncte 
Weier Curven der n-ten Ordnung lasten sich unendUch 
viele Curven derselben Ordnung legen. 

In Nr* 34. ist geseigt, dass eine Curve der n-ten Ordnung 
durch ifi(ii-|-3) Bedingungen bestimmt Ist. Der lotste Sats 
zeigt nun» dass im Allgemeinen durch ifi(ji-f 3) Puncto nur eine 
Hmige Gurve der n-ten Ordnung gelegt werden kann. Gingen 
nSmIich zwei Curven ii-ter Ordnung durch diese Puncto, so 
mtissten nach obigem Satze noch unendlich viele andere Curven 
derselben Ordnung durch sie gezogen werden kSnnen. 

Durch |n(ii-f3) — 1 Puncte gehen nach Nr. 34. eine unbe- 
grenzte Anzahl Curven ii-ter Ordnung, deren zwei sich noch 
in andern 

*) Lami, Examen des dijßrentes m^ihodes emphjfees pour risoudre Us 
Problemen de g^omitrie^ FariB. 1818. p. 28. 
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Poncten «cfaneideo. Diese geboren daher auch allen andern 
durch die gegebenen Pancte gelegten Carren an. Dan gibt 
den Sats: 

Lehraata XCL Ihareh jii(»-|-3y— 1 beHebIge gegebene 
Fimcie gehen eine unbegrenzte Anzahl (hären n^ter Ord- 
nung Mndurehf die mmerdem noch K»""I}(*-~S) ^ 
eiHnnae fUnete gemein haöen^. 

Eine jede dieser Curven ist völlig individualisiert, sobald 
uuszer den gegebenen jn(n + 3)--l Puncten noch ein beliebiger 
weiterer Punct dereelben gegeben ist. Von der unbegrenzten 
Zahl der Curven, die durch ^n(7i+3) — 1 Puncto gelegt werden 
können, geht also nur eine durch einen weitem beliebigen Punct. 
Der Index der durch diese unbegrenzte Anzahl Curven gebil- 
deten Reibe (S. Nr. 34.) ist daher gleich 1. Eine solche Reihe 
heiszt ein Curvenbüschel. Unter einem Curvenbüschel n-ter 
Ordnung versteht man also das System der unendlich vielen 
Curven, die durch \n{n-{^2>) — \ beliebig gegeben und damit 
auch daich noch \{n — l)(n — 2) bestimmte Puncte gehen. 

Die Gesammtheit der t»^ gemeinschaftlichen Pnncte einea 
Curvenöüscheis beiszt die Baste des BüecheUm 

Entaptechende Eigenachafien greifen M den Carren einer 
beatimmten Claaae Platz. Die fli* gemeinaciiaftlichen Tangen- 
ten aweier Curven m-ter Claaae berühren eine unbegrenste An- 
zahl anderer Curven deraelben Claaae, ea gibt aber nur eine 
Curve der m-ton Clasae. welche ^ßn^m-^^ Gerade herfihrt. Alle 
Curven der m-ten Claaae, die imCm-f ^— -1 gegebene Gerade 
berühren, haben nach IXm—S) heatinimte gemeinachaft- 
liehe Tangenten, n. a. w. 




42. Der Satz von Jacobi. Von den ^»i(7i-f3) Puncten, 
welche eine einfache Carve der n-ten Ordnung bestimmen, kün- 

•) Plücker, Analjftisch-geometi'ische Entwicklungen, 1. Bd. Essen, Bä- 
decker. 1828. S. 22U. 
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«en nur höchstens n.p — 2) in einer Corvo der jF-ten 
Ordnung liegen, P'^H» Denn liegen 

«.^-i(P-I)(l?-2)+l 

Puncte in einer Curve der p-teo Ordnung» p eo bestimmen 
die noch übrigen 

in(«+3) -n.p+iCp - -2)-.l = i(»-|?)(ii-p+3) 

Puncte nach Nr. 34, eine Curre der (n — pyten Ordnung, die 
mit der i^egebenen Curve der p-ten Ordnung einen Ort der 
n-ten Ordnung darstellt, der dorcb eämmtlicbe gegebene Poncte 
geht Folglich gilt der Sata: 

Lehrsatz I. Auf einer Curve p^ter Ordnung kami man 
nicht mehr nie 

FnneU wmh&rUek annehmen, wnn Oureh dteeeiben eine 
einfache Curve der n4en Ordmmff^ n-^p, ffdeffi werden 
eoa*). > 
• 

43* Der Sats Ton Piff eher. En seien aweiCorfee tob 
den Ordnungen p und q gegeben und ce aei p-^^=n• Aar 
den Orte der n-fe» Ordnung, den beide Curven seaammen dar* 
atelien» nehmen wir iit(ii+3)— 1 wiUicffrllche Puocie an. Durch 
diese Puncte geht eine unliegrSnate Ansahl von Curven der 
«-ten Ordnung (Nr. 41), die noch l)(ft— 2) ireitere Puncte 
gemein haben» irelche auf beiden gegebene« Cnrven verteilt lie- 
gen. Von den ifi(fi-f 3)-»l willkürlichen Puncten wollen wir 
annehmen» es lägen n.p—ff auf der Curve der i^-ten und n.^— A 
auf der Curve der f-ten Ordnung» so mfisien nach dem Obigen 
p und k awei positive ganze Zahlen sein, die der Bedingung : 

(1) ^+A=|(«-l)(fi-2) 

gen&'gen. Sollen die Cnrven nun durch die Puncte» die in ihnen 
liegen, heatinmt s^n, so müssen die Beziehungen 



*) Jacohi, De reUüxonihuSf guae locwn habere dehent inter puncto tnter- 
sectionis duarum cutvarum (Xt. (^Grelle 9 Journal T. 15. Berlin, Bcimer. 1836. 
8. 292). 
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bestehen. Aus ihnen folgt: 

Setzen wir hierin die Werte ein, weiche (ur g und h aus Glei- 
chung (I) folgen, 80 gibt das: 

Ä^i(^-l)(^-2), 

und damit sind die Grenzen gegeben, zwischen denen g und h 
liegen müszen. So ist g eingeschloszen durch die untere Grenze 
— OC/' — 2) und die obere Grenze 2)-fp(n— j?)— 1, 
und ist g bekannt, so ergibt sich h aus Gleichung (]). Hieraus 
flieszt der Satz*): 

Lehrsatz II. Alle Curven der Ordnung n=:p-^g, 
die man durch n.p — g Puncte einer Curve der p-ten und 
durch n,q—h Puncte einer Curve der q-ten Ordnung le- 
gen kann, schneiden die erste Curve noch in g und die 
zweite Curve noch in h festen Puncten* 

a. Folgerung I. Aus diesem Satze folgt augenblicklich 
der neue: 

Lehrsatz III. Damit durch die Durchschnittspuncte 
zweier Curven der n-ten Ordnung das System zweier 
Curven der p-ten und {n—pyten Ordnung gelegt werden 
könne, ist es nötig, aber auch hinreichend, dasz von die- 
sen Durchschnittspuncten n.p — g der Curve p-ter Ord- 
nung und n{n^p) — h der Curve (n—p)'ter Ordnung an- 
gehören. 



♦) Plückery llitorie der algebraischni Curven, S. II. 



Nr. 43— 44.J 
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b. Folgerun*: 2. Hat g seinen kleinsten Wert, so kann 
man die letzten Sätze auch lolgendermaszen faszen: 

Leb raatx IV. Jede Cune der n^iem Ordmmff, dU AircA 
Kp*— 'Kl'— 3) Puneie ebnet (haree der p^ten Ord' 
mmff gelegt ist, p<,n, eekneidet dieee auenerdem noek 
i(p — l)(p <-2) feeien Puneien. 

Oder: 

Lehrsats V. Wenn von den n^ Durekechnittspuncten 
zweier Curven der n-ten Ordnung n,p^^(p — 2) 
in einer Curve der p-ten Ordnung liegen, p<,n, so liegen 
davon auf derselben noch weitere i(p — \ )(p—% und die 
übrigen n{n ^p) Fmcte liegen auf einer Curve der (U'-p)' 
ten Ordnung, 

44. Der Satz von Cayley. Die Sitze der leisten Nnni» 
nier sind endlich in dem folf^enden allgemeinern Satse enthalten: 

Lehrsatz VI. Befinden sich von den Durchschnitts- 
puncten zweier Curven Cn von der n-ten und Cm von der 
m-ten Ordnung, m.p — \{m-{^p — 7i—\){m^p^n—^) 

auf einer Curve Cp von der Ordnung p <sn, so liegen auf 
dieser Curve noch weitere 

K« + + J»-« -«) 

Puncte, und die übrigen m{n—p) Puncto Hegen auf einer 
Curve der {n — p)-ten Ordnung» 

Denn beschreibt man dorch ^n^^m^n-^m-^^) der (n^m)p 
Dnrchecbnitfaponcte der Curven CJi und C», die ale nicht mit 
Cm geniein haben« eine Corve Cn-m der (n— «i)*ten Qrdnuug, 
«o haben wir sirei Orte der ii-ten Ordnung, Cm nnd Cm 
Die Curve Cp enthält nun 

mp — + /?— II— J)(w n— 2) + i(» — m)in — m +3) 

= n.p^^P'^})(p-^2) 

Durcbschnlttspuncte beider Orte. Folglich enthält sie nach Nr.436. 
noch weitere i)Cl'— 2) Üurchscbnittapuncte, nämlich 

lim 1)(J» f ji- « - 2) , 

Cremona, Ebene Curven. j> 
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die Cn und Cm gemeinschaftlich hahen, und 

(n — m)p —\in — in){n — vi + 3) , 

die Cn und Cn-m gemein sind. Alle Ucbrigen liegen dann auf 
einer Curve der {n — j?)-ten Ordnung. 

Aus diesem $«itze folgt, dasz durch die 

gegebenen, den Cnrven Cn, Cm, Cp gemeinschaftlichen Punrte 
noch 

ebenfalls diesen Curvcn gemeinschaftliche Puncte bestimmt wer- 
den. Diese letzten Puncte sind aber unabhängig von Cn allein 
durch die Curven Cm und Cp bestimmt, und es gilt daher der Satz: 

Lehrsatz VII. Jede Curve der n-ten Ordnung, die 
durch 

Durchsehnittspuncte zweier Curven der m-ten und p'ten 
Ordnung, m<,n und p<^n vorausgesetzt, beschrieben ist, 
geht auch durch sämmtliche übrige Durchsehnittspuncte 
dieser beiden Curven*), 

45. Anwendungen. Die soeben bewiesenen Sätze sind 
durch ihren vielfachen Gebrauch in der Theorie der Curven von 
der allergrüszesten Wichtigkeit. Wir begnügen uns hier, einige 
interessante Beispiele hinzuzufügen. 

a. Folgerung 1. Schneidet man eine Curve der n-ten 
Ordnung durch zwei Transversalen bezüglich in den Puncten: 

£1 j ^ f f a • ■ • y 1% « 

und betrachtet das System von n Geraden: 

aa' y bb\ cc' , «»' 

•) Cayley, (Cambridge nnd Dublin Mathcniatical Journnl, Vol. HI., 
1843, p. 211). 
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als einen Ort der n-ten Ordniiiiff, so liecjon nach Nr. 436, die 
übrirren Diirrhschnittspuncte dieser Geraden mit der gegebnen 
Curve in einer Cnrve der {n —'2)-tvii Ordnung. Läszt man die 
Puncte a', b' , c' , — , n' respective mit a, ö, c, ....,n susam* 
menraltei), so eiitsteht: 

Lehrsatz Vlll. Legt mm durch die Fmwie, In denen 
eine (harve n-ter Ordnung von einer Geraden geeelmUten 
wird, Tangenten an die Curve, eo schneiden dteee dieselbe 
noch in »(II— ^ weitem Puneten, dieeämmUieh auf ^ner 
Curve der {n^2)'ten Ordnung Hegen*). 

6. Folgerung 2. Auf analoge Art beweist mau den all- 
gemeinen Sata: 

Lehrsatz IX. Lefft man durch die Puncte in denen eine 
Curve der n-ten Ordnung von einer Curve der n'-ten Ord- 
nung (jcschnitten wird, die Tangenten der ersten Curve, so 
schneiden dieselben diese Curve in noch n.n'{n—1) Puncten, 
die alie auf einer Curve der n\n — 'lyten Ordnung liegen. 

Dieser Satz folgt unmittelbar aus dem am Anfang von Nr. 44- 
bewiesenen Satze» sobald man den Complez der n.ii' gemein- 
schaftlichen Tangenten als einen Ort der n.fi'-ten Ordnung^ 
und die doppelt gezählte Curve der n'-ten Ordnung als einen 
Ort der 2»'-ten Ordnung anffaszt. 

e. Folgerung 3. Die Sfttse von Pascal und Bri- 
anebou. 

Lehrsatz X. Ist eine Curve dritter Ordnung durch 
die achaitel eines Seehsedts und durch wuei der drei 
Puncte, in denen sich Je wei gegetMerstehende Seiten 
schneiden, heschrieden, so geht sie auch durch den dritten 
dieser Puncte. 

Denn die ersto, dritte und fünfte »Seite des Sechsecks bil- 
den einen Ort der dritten Ordnung, einen zweiten Ort der drit- 
ten Ordnung liefern die drei übrigen Seiten des Sechsecks. 
Die neun Durchschnittspuncte dieser beiden Orte sind die sechs 
Scheitel des Sechsecks und die drei Durchschnittspuncte der 

*) Poncelety Analyse des transversales, p. 387. 

. 5* 
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gegenöberiiegenHeri Seiten. Von diosen liegen nach der Vor- 
aussetzung acht in der get^ebenen ("urve» diese enthält also 
nach JNr. 41. auch den neunten, q. e. d.*)« 

Liegen die seehs Scheitet in einer Curve der sweiten Ord- 
Duog, 80 liegen nach Nr. 43^. die dhrigen drei in gerader Linie. 
Dies gibt das berithmte Theorem von Patealx 

Lehrsatz XI. Die Gegenseiten eines in eine Curve 
UDßiler Ordnung eingeschriebenen Sechsecks schneiden 
eich in drei Puneten, die in gerader Linie liegen**}^ 

Ans diesem folgt mittebt des Principe der DoalitSt der Sata 
von Brianehon*^i 

Lehrsatz XII. Die drei Geraden, welche die gegen» 
überliegenden Scheitel eines um eine Curve der weiten 
Classe beschriebenen Secheecke verlrinden, schneiden eich 
in demselben Fimcte. 

d. Folgerung 4. Es »e\ ein Sechseck einer Curve dritter 
Ordnung eingeschrieben; 1, 2, 3, 4, 5, 6 seien die Scheitel; 
by C bezüglicli clio Durchsclinittspuncte der dlegeriseiten [12*45], 
[23'5ü], [o4'01]. La.vzt ni:in nun die Puiicte 1 und 2 sowie 
4 und 5 zusaninionfailcii, so Uilderi <lic Puncte J, 3, 4, 6, b^ C 
die Scheitel eines volistimdigen Vierseit« und a ist der Durch- 
schnitt der Tangenten in den Puneten 1 und 4. Das gibt 
den Satz; 

Lebrsats XIIL Jet ein voUetdndigee ViereeU einer 
Curve dritter Ordnung eingeschrieben, eo schneiden sich 
die Tangenten der Curve in wei gegenBöerUegenden Schei- 
teln in einem Puncte der Curve f)* 



*) Ponc.elet, a. a. 0. p. 132. 

**) Pascal, Essais pour les coniques m den Oeuvres de Blaise Pascal. 
A la Hayc. Chcz Detune M.DCC.LXXIX. t. 4. p. 1 —7. — Man sehe auch : 
Weisse nborn , die Projcction in der Ebene, Berlin, Weidmaunsche Buch- 
hAndlung 1862. Vorrede S. VIII— XVII. 

Brianchorij Journal de rJScoU pofytecknigue , Cah. 13, pa^. 301, 
FariB 1806. 

t) Maclau riHf a. a. O. p. 237. 
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Es seien jetzt a, b, e; ¥t & die Scheitel eines in eine 
Com dritter Ordnung eingescliriebenen voiletindigen Vierseite; 
»» b, e seien in gerader Linie; af, b^, c' die ScIieiteK welclie 
ihnen beziigllcli gegenatierllq^en. Nun schneiden sich die Tan- 
genten in den Puncten a und o*; b und b^\ c und c' nach dem 
Obigen in drei Puncten a, c der Curve. Nach Nr. 396. üe. 
gen aber« wenn die drei Puncte a, b, c einer Curve dritter Ord- 
nung in gerader Linie liegen, ihre Tan<;entialpuncte a, b, € 
ebenfalls in einer Geraden, nud wir haben also den Satz: 

L e h r 8 a t z XI V. Ist ein vollständiges Vier seit einer Curve 
der dritten Ordnung eingeschrieben, so schneiden sich die 
drei Paare von Tangenten durch die sich gegenüberliegen' 
den Scheitel in drei Puncten der Curve, die in gerader 
Linie liegen* 

§. 10. 

BraeaiTttiiy ekener Curven« 

46. D o ppei V er h ii 1 1 n i s z von vier Curven eines Bü- 
(üchels. In Nr. 41. verstanden wir unter Curvenbüschel der 
n-ten Ordnung das System der iinendlicli vielen Curven der 
n-ten Ordnung, die durch dieselben Puncte i;ehe». Ein Cur- 
venbüschel ist also ein cieoniotrisches (»ebilde, deszen einzelne 
Elemente Curven n-ter Ordnuni:: darstellen, <lie durch ^«(«4-3)— 1 
gegebene Puncte und damit auch durch ^{n — !)(» — 2) andere 
feste Puncte gehen. 

Jede Curve des Büschels ist vollständig individualisiert, so* 
bald ein Punct gegeben ist, durch den sie gehen soll. Nehmen 
mr an, dieser Punct läge auf einer Geraden, u eiche durch ei- 
nen Puuct der Basis geht, und zwar diesem Puncte unendlich 
nahe, so ist die Curve durch ihre Tangente in dem Basispuncte 
gegeben. Legen wir daher durch einen Basispunct des Büschels 
eine beliebige Gerade, so gibt es nur eine Curve des Curven- 
biischels, weiche diese Gerade in dem bestimmten Puncte be* 
rflbrt. Wir construieren jetzt das Stralenbüschel, das durch 
die sämrotlichen Geraden, welche durch einen Basispunct ge- 
legt werden können, gebildet wird, und nennen jeden Stral des 
Stralenbfischels derjenigen Curve des Curvenbuschels entspre- 
ekendf die ihn im Basispuncte berührt Dann entspricht offen« 
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bar jedem Stral de« Stralenbflctcbels eine eUmige 'Gurve des 
ConrenbfischeU, nnd amgekehrt jeder Carve des Curvenbfieebels 
nor ein Stral dea StraIe»bO«fcbela. Folglich bilden Straleobuaebel 
und Corvenbflacbel svret projectiviacbe f^eometriecbe Gebilde. 

Betrachten wir zwei IJasispuncte unil die Stralenbüscliel, 
deren IMittelptmcte sie nind, und nennen diejenigen Stralen «1er 
beideu 8tralerjlM)schcl enlspr eckende Stralen, die dieselbe Cnrve 
des (vurvenbüschols in den beiden liasispuncten ben'iliren, so 
sind die beiden Stralenbiischel oflfenbar projectiviscli, das heiszt, 
die 71^ Stralenbiisebei, deren Mittelpnncte die «'^ Busispuncte 
bilden, sind sänimtlicii unter »ich und mit dem Curvenbüscbel 
projectivisch. 

Dies vorausgesetzt, verstebeo wir unter Doppeiverhältnin 
von vier Conen eines Curvenbüeeieis das Ooppelverhältnisz 
der vier entsprechenden Stralen eines der su dem Curven- 
bfiscbel projectivischen Stralenbfiscbel. * 

47. Zusammenfallen zweier Basispunete. Es mö- 
gen xwei Basispunete sich einander unendlich nShem, das 
heiszt, die Curven des Büschels mögen sich in einem Puncto 
« berfihren. Ist dann A die gemeinschartllche Tangente aller 
dieser Gurren» so haben alle Curven in a zwei unendlich nahe 
Puncte mit der Tangente A gemein, so dasz sich also immer 
eine Cnrve bestimmen I2szt, welche durch einen dritten zn a 
unendlich nahen Punct von A geht, die also mit A\n a eine 
dreipunctige Berührung hat. Ebenso iSszt sich immer eine 
Curve bestimmen, welche mit einer zweiten beliebigen durch a 
gelegten Geraden B einen dem Puncto a unendlich nahen Punct 
gemein hat, die also im Allgemeinen nach .Nr. 31. in a mit jeder 
andern durch a gelegten Geraden zwei zusammenfallende Puncto 
besitz^ nnd damit ist der Satz erwiesen: 

Lehrsatz I. Unter allen Curven eines Curienbüschels, 
die sich in einem Puncte a berühren, gibt es eine, für 
welche a ein Wendepunct, und eine, fitir weldie dieser 
Punct ein Doppelpunct ist, 

48. Der Basispunet als Doppelpunct für alle Cur- 
ven des Büschels. Es kann sich ereignen, dasz ein Basis- 
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punct für alle Ciirven des CorvenbOschels ein Doppeipuiict ist; 
dann gilt dieser Punct nach , Nr. 32. für vier Her Durchschnitts- 
pnncte sweier beliebi|;er Curven des Büschels, die übrigen Ba- 
sispuncte sind also in diesem Falle noch n*^4. Nun ist klar, 
dasz die Tangentenpaare der einzelnen Carven in dem gemein- 
sebaftllchen Doppelpuncte eine quadratische Involution bilden. 
Eine solche entb&lt aber immer zwei Doppelstralen, und es gibt 
also sirei Corven des Cnrvenbascfaels, för welche a eine Spitse 
bildet. 

Haben alte Curven des CurvenbüscheU in dem Uoppelpuncte 
a eine gemeinschaftlicbe Tangente, so bestimmt jede durch 
a gelegte Gerade, als zweite Tangente iietrachtet^ eine Curve 
des Büschels. In diesem Falle gibt es also nur eine .Curve, 
för welche a eine iSpitze bildet. 

Haben alle Carven des Bfisehels im Doppolpunet a diesel* 
ben zwei gemeinschaftlichen Tangenten A und A\ so läszt sich 
eine dieser Curven so bestimmen, dasz eine Gerade, die dureb 
a gelegt, aber von A und A* verschieden ist, mit derselben 
drei gemeinschaftliche Puncte besitzt In diesem Falle gibt es 
also nach Nr. 31. eine Curve des BOschels, för welche a ein 
dreifacher Punct ist Dies gilt natQrlich auch dann noch, wenn 
die beiden Tangenten A und Af in eine gemeinschaftliche Tan- 
gente zusammenfallen, das belsst, wenn der Punct a flir alle 
Curven des CurvenbGschels eine Spitze bildet 

Dem analog gilt der allgemeine iSatz: 

Lehrsatz 11. Ui a ein r^faekerFunci für aUe Curven 
eines CurvenbMechele, und haben Oieee daeelbei r gemein- 
' eehaßHehe Tangenten, so gibt es immer eine Cmve des 
B&sehets, ßr weiche u ein {r^^iyfaeher Fimei ist» 

49. Involution auf einer Transversale durch ein 
Curvenbflschel erzeugt Schneidet eine beliebige Transver- 
sale die Curven eines Curvenbüsehels der ft-ten Ordnung, so bil- 
den die Durchschnitte derselben mit jeder Curve der n-ten Ord- 
nung eine Gruppe von n Puncten. Die Gesammtheit aller dieser 
so gebildeten Gruppen von n Puncten stellt eine Involution des 
fl-te'n Grades dar. Denn durch jeden Punct j der Transversale 
geht eine eUmige Curve des Büschels, welche diese Transver- 
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aale in den fibrigen n — 1 Pnncten der Gruppe, zu welcher^ 
gebort, schneidet. Jede Groppe ist also durch einen einsigen 
ihrer Puncte vollständig bestimmt, und dies ist genau das in 
Nr. 21. angegebene cbaralttertstisehe Kennseichen der Involotion*). 

Die Invnlution, die auf diese Weise entsteht, enthält nach 
Nr. 22. 2(n — 1) Doppelpuncte, wir haben also den Satz: 

Lehrsatz III. ütUer den Cmven etme BOsekel» 4er 
n-ten Ordmmff gibt ee immer 2(n — 1), die eine gegebene 
Gerade berühren. 

Offenbar sind das Curvenbüschel n-ter Ordnung und die 
Involution n-ten Grades, die von demselben auf einer beliebigen 
Transversale bestimmt wird, zwei projectiviscbe geometrische 
Gebilde, das heiszt, die Doppelverhältnisze von vier Curven 
des Buscheis und von den vier entsprechenden Punctgruppen 
der Involution, in denen sie eine beliebige Gerade schneiden, 
sind einander gleich. 

Zwei Curvenbüschel heiszen proJeetMeek, wenn sie he- 
zflglich zu zwei projectivischen StralenbGscheln projectivlsch 
sind, das heisst» wenn Jeder Curve des einen BOschels nur 
eine Curve des andern Buscheis entspricht und umgekehrt. 
Folglich sind offenbar die Doppeiverhiltnisze von vier Curven 
des einen und von den vier entsprechenden Curven des zweiten 
CurvenbUschels einander gleich, und die beiden Involutionen, 
welche swei projectivische Curvenhfischel auf derselben oder 
auf zwei verschiedenen Geraden bestimmen, projectivlsch. 

50. Ort der Durchsehnittspuncte zweier projec* 
tivischer Curvenhfischel. Wir ' bestimmen sunlcbst die 
Ordnung des Ortes der Durchsehnittspuncte der correspondie- 
renden Curven zweier projectivischer Curvenhfischel der n-ten 
und «'-ten Ordnung. Zu diesem Zweclie schneiden wir beide 



*) Diese wichtige Eigenschaft, dasz die Punctgruppen, in der eine Trans- 
versale die Curven eines Conrenbüschels schneidet, in InToIntkm dnd, Ist 
in dieser AUgMwiaheit schon roa PoneeUt (Comptcs rendos, 8. Mai 1643, 
p. 958) augtspflocliea. Sturm bat dkMn Sate lllr die Kagdsdiaitte bewie- 
sen: Mfyuin nur Ita Ugim du Mteoud ordre (Amialet de G9rgönn€t t, 17, 
lOnMt 1896— S7, p. 180). 
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Büschel durch eine Transversale. Hierdurch entstehen zwei 
projectivische Involutionen vom n-ten und «'-ten Grade, die nach 
Nr. 246. 7i+7i' gemeinschaftliche Puncte haben. Auf der gege- 
benen Transversale lieijcn also n-\-n' Puncte, durch welche je 
zwei entsprechende Curven der beiden Curvenbüschel hindurch 
üfehcii, das heiszt n^n' Puncte des gesuchten Ortes. Dieser Ort 
ist demnach eine Curve Ch+m' der (n | n')-ten Ordnung*). Sie 
geht durch sämmtliche Basispuncte der beiden Curvenbüschel» 
da ein jeder dieser Puncte auf allen Curven des einen Büschels 
und auf je einer Curve des andern Büschels liegt**). 

a, Zerlegung de« Ortes in Carmen niederer Ord- 
nung. Die resaltiereode Curve der (n-i-n')'ten Ordnung kann 
oflnials in Curven von niederer Ordnung leriegt werden. So 
eind s. B., wenn die einander entsprechenden Curven der bei- 
den Bflsehel sich bestHndig auf einer Curve der r-ten Ordnung, 
r<n<fit'« sehneiden, die fibrigen Durchschnittspnncte alle auf 
einer sweiten Curve der (it-|-«»'— r)-ten Ordnung gelegen, und 
diese und die obige Curve der r-ten Ordnung bilden susammen 
den voilstSndigeo, durch die beiden CurvenbOscbel eraeugten 
Ort der (n-f-nO-ten Ordnung. 

b. Anderer Fall der Zerlegung. Diese Zerlegung 
greift auch dann Platz, wenn die beiden prcjectivischen Curven- 
bflsehel, die wir jetzt von derselben Ordnung n voraussetzen« 
eine gemeinschaftliche Curve haben, die sich selbst zugeordnet 
ist Dann kann man Jeden Punct dieser Curve als gemeinschaft- 
lichen Punct zweier entsprechender Curven aufTassen, und der 
Ort der Durchschnittspuncte von je zwei der fibrigen entspre- 
chenden Curven der beiden Bflsehel ist in diesem Falle eine 
Curve der ii-ten Or^inung. 

Diese Eigenschaft kann man auch auf folgende Art aus- 
sprechen : 



•) Ucber diese Methode, die Ordnung eines geometrißchen Ortes zu be- 
stimmen, sehe man Poncelet, Analyse des transversales, p. 29. 

**) Chasles, Coitstruction de La courbe du 3™6 ordre etc. (Comptes ren- 
dus, 30. Mai 1853). — Sur les courbes du 4»»e et du 5»»« ordre etc. (Comptes 
rendos, 16. aoüt 1853). — Jonquihresy Essais sur la g&i^ration de* eow- 

de. Paris, 1858, p. 6. 
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Lehrsatz IV. I9t eine Curve H durch die gemein' 
schaftlichen Punete mteier Curven ü und 7 imd gMeh^ 
tig durch die gemeinecAaßUehen Punete meier mtderer 
Curven V und V beeekrieben, eo liegen die JkarekMeämm»" 
punete der Curven V und V, eemie die der Curven V und 
V eämmtüch auf einer und dereMen uweiten Curve K, 

Natürlich f»'md alle dieae Curven von derselben n^ten Ord- 
nung aogeDomnien. . 

51. Einflaaz zasarameufalleDder Durchschnitt«- 
punct«. Schneiden wir tviedemm, wie soebeD« swel gegebene 
projectiviaehe Curvenbuachel durch eine Traneveraale R, ao 
erhalten wir swei projectivieche Involutionen, deren fi-|*ft' ge- 
nielnBcii&rtUehe Punete die Uurchechnittepnncte der Transver- 
sale R mit der durch die Durchschnittsponote der entsprechen- 
den Cnrven eraengten Curve Cit^ sind. Es liege nnn auf R 
ein Punct 0» in welchem r DurchsehoittapuBCte der sämmtlichen 
Gurren des ersten BOschels und r' dieser Durcbschnittspuncte 
ßir sämmtliche Curven des zweiten Bflsebels mit der Geraden 
R zusammenfallen, gleichzeitig habe eine Curve Cm des ersten 
Büschels in 0 r-\-e Punete mit B gemein, und die ibr entspre- 
chende Curve Cft' des zweiten Büschels und R ebenfalls f' + s' 
mit o zusammenfallende Durcbschnittspuncte, dann fallen naeh 
der in Mr. 24c. und d., gegebenen Au8einandersetzuiig r-fr'-|-# 
oder r^r'-l- J' Durchsehuittspuncte der TransTersale il und der 

Curve Ch^u' >nit O zusdaimen, je nachdem .v ^ s' ist. 

Aus die^ieni allgemeinen Satze foliren eine bedeutende Zahl 
weiterer Sätze. Wir beschränken uns darauf, diejenigen hier 
auti/usprechen, deren wir später benötigt sein werden. 

a, Folgerung 1. Es sei O ein Basispunet des ersten 
Büschel«, Ch' die Curve des zweiten Buscheis, die durch O neht, 
Ch die entsprechende Curve des ersten Büschels und B die 
Tangente der Curve Ch im Puncto o. Dann folgt aus dem Obi- 
gen (r = l, r'rsO, e=:l, e^^l), dasz B auch Tangente von 
Cn-i-m' in o i«t. 

b. Folgerung 2. Die Curven des ersten Bflschels gehea 
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durch 0 und babeo da«ellMt eine gaiMinachaftliche Tauf^ente» 
08 ist also unter ihnen nach Nr. 47. oino Ca, Rlr die o ein Doppel- 
punct ist Geht die entsprechende Gunre Cn* «ies sweiten ßd* 
scbels ebenfalls durch o, so schneidet nach dem allgemeinen 
Satse jede belteöiffe durch o gez(t<;ene Gerade (r=l, r'sO, 
# = 1, ^=1) die Gurve in swei mit o zusammenfallenden 
Puncteo, 0 ist also ffir Cu-^n* ein Doppeipunct. 

Folgerung 3. Hat unter den vorigen Voraussetzungen 
Ca' in o einen vielfachen Punot, so folgt ffir eine der beiden 
Tangenten in o von Cm ans dem allgemeinen Satse (r =s 1» 
r'srO, #=2, #'>])» dasz dieselbe mit CWfif drei Puncte» die 
mit a zusammenfallen^ gemein hat. CStf«' hat also mit C« nicht 
nur den Doppe|pnnct o gemein, sondern auch die beiden Tan- 
genten des Doppelpunctes. 

ä. Folgerung 4. Unter der Voraussetzung in 6. sei Jl 
in 0 eine gemeinschaltliche Tangente der Curven de» ersten 
Btischels und auch eine der Tangenten an die beiden Zweige 
von Ca, dann ist sie luich (r = 2, r'ssO, #=1» e*=sl) Tan- 
gente eines der beiden Zweige von C»fii'. 

e. Folgerung 5. Berührt anszerdtMii die zweite Tangente 
von in 0 dort aucli die entsprechende Cn', so folgt, dasz 
diese Gerade (r=l, r' = Q, « = 2, s' = '2) die Tangente des 
zweiten Zweiges der Cn^n' ist. 1 oii;lich hat Cit^$ wenn für 
Cn beide Tangenten durch o in die Gerade R zusammenfallen, 
die als gemeinschaftliche Tangente aller Curven des ersten 
Büschels vorausgesetzt war, und diese im Puncte O auch 
berührt, in o eine Spitze, und R ist die Rüclckebrtaogente. 

f. Fülgernnt; 0. Es gehen die cntsproclienden Curven 
Cn und Cn' «lieseihe Anzahl i-tnal durcFi den Punct 0. Eine 
beliebige Gerade 7? durch o gezogen hat dann (r — r* — 0, 
9-=.8'^i) in 0 mit C,i\n- i Puncte geroein, folglich ist 0 auch 
jein f-facher Punct von Cn-iu'- 

ff, Folgerung?. Geht Cm #-mal, Cn* aber l'-mal durch 
f^'if so Ist der Pnnct 0 natdrlich immer noch ein #-facher 
Punct von C»4«'. Betrachten wir nun eine der Tangenten von 
Cn in o, 80 ergibt das allgemeioe Theorem (rssr'ssO, #ssf-|-l. 
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#'>t)> dasz diese Tangente tf-f 1 Puncte mit CWf«' in o gemein 
hat, daax also die Tangenten an die i Zweige von Cm aucii die 
i Zweige yon IVfn' ^ berObren. 

Ebenso wflrde man aoch das in der folgenden Nummer Ge- 
sagte beweisen können. 

52. Einfiusz gemeinschaftlicher Basispuncte. Ha- 
ben die Basen der beiden Curvenbiischel einen Punct a ge- 
mein, und ist derselbe (lir die Curven des ersten Buscbels ein 
r-facher, für die des zweiten Buscbels ein r'-facher Punct, so 
bat jede Curve des ersten BSscbels In m eine Gruppe von r 
Tangenten. Die entsprecbendeu Gruppen filr die elnaelnen 
Curven dieses Bdscbels bilden eine Involution r*ten Grades, 
ebenso bilden natiirlicb die Tangenten an die Curven des swei- 
ten Büschels in a eine Involution des r'-ten Grades. Diese 
lieiden Involutionen beben nun nach Nr. 246. r -f r' gemeinschaft- 
liche Straten, deren jeder» da er In a swei entsprechende Cur- 
ven der beiden Büschel berührt, auch in demselben Puncte die 
Curve Ca4ii' berfihrt. Diese Curve bat daher r*f r' Zweige, 
die sämmtlich durch a geben» und die Tangenten dieser Zweige 
bilden die gemeinschaftlichen Strafen der beiden Involutionen. 

a. Besonderer Fall. Hieraus lol^t, dasz, wenn alle 
Curven eines Büschels in a eine gemeinschaftliche Tangente 
haben, diese auch Tangente von Cn-\^n' ist. Sind nun alle r 
Tangenten in a für die Curven des ersten Buscheis gemein- 
schaftlich, also auch Tangenten an die Curve Cn^n'. so sind 
offenbar nach Nr. 48. die r' übrigen Tangenten dieser letzteren 
Curve die r' Tangenten der Curve Cn» des zweiten BüscbeU, 
weiche der Curve Cm des ersten Büschels entspricht, für »eiche 
a ein (r -f l)-facher Punct ist. 

53. Aufgabe eine Curve von bestimmter Ordnung 
zu CO nstru leren. Das wichtige Theorem in Nr. 50. führt ganz 
natürlich auf die Autgabe: 

Es sind soviel Puncte gegeben» als nStIg sind, damit durch 
sie nur eine einsige Curve der (n-f »O-ten Ordnung gel^ 
werden bann; man soll xwel projeetivische Curvenbüschel von 
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der n-ten und n'-teii Ordnung construleren, welche durch die 
Durchschnittspuncte der enteprechenden Carven die gesuchte 
Gurre erzeugen» 

Ist diese Aofgabe gelSet^ so folgt nomittelbar: 

Lehrsatz V. Jede Curve einer bestimmten Oränunff 
n-\-n' läs%t sich durch die Durchschnittspuncte der ent- 
sprechenden Curven zweier projectivischer Curvenbüackei 
der U'ten und n^ten Ordnutig erzeugen. 

« 

Die LOsnog der geetellten Fnodamental- Aufgabe hängt 
Ton einigen Lehrsätzen ab, die Ckasies und JonfUiire^ 
aufgesteiit haben, zo deren Darlegung wir jetzt fibergeheo. Da 
ffir die Curven der zweiten Ordnung» wie weiter unten in Nr. 50. 
gezeigt werden soll, der Satz in Nr. 50. zur Lösung hinreicht, 
so brauchen wir die nachfolgenden Sätze nur für Gurren, deren 
Ordnungszahl n -f n' grOszer als 2 ist, zu bevreisen. Es ist 
also flir das Folgende anzunehmen erlaubt, m-^n^ sei nicht 
kleiner als 3. 

54. Der erste Satz von Chasles. I. Fall. Auf einer 
Curve der (n-{^n') ten Ordtiuntj Cn^n' nehmen wir ri^ Puncte an 
und betrachten sie ols Basis eines Curvenbüschels fl-ter Ord- 
nung. Wir setzen dabei voraus, es sei w>«'. Sind nun Cn und 
Cn zwei Curven dieses Büschels, so liegen nach ISr. 44. n.n' der 
Durchschnittspuncte der Curven Cn-f«' und Cm auf einer Curve 
Cn' der n'-ten Ordnung, da die übrigen Durchschnittspuncte 

auf Cu liegen. Die Gurve ist nun bestininit, wenn it^i(fi''|-3), 

also «.fi'^in'(«' + 3) ist, fi>n' vorausgesetzt*). Analog gilt 

der 8atz: von den n(it-f n') Durhschnittspuncten der Gurren 
und Cn liegen n'^ auf Cn; die andern A.»' liegen also auf 
einer Gurve C'n* von der n'-ten Ordnung. 

Die beiden Orte der (n-f n')-ten Ordnung, Cn-f CV und 
Cni-C»', schneiden sich in {n-^n')* Puocten. Von diesen liegen 

9*-f 2».»' =s «(Sii'-f n) 

•) Für 71 = 2, n'=l ist n = |(n'+3), in allen andern Fallen «>i(«'+*)' 
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auf Cmim't da nun 

n{n + 2«) ^ + + «' + 3) — 1 *; 

t 

ist, so liegen auch nach Nr. 41. die n'^ andern Durchschnittspuncte 
der beiden Orte, das heiszt, die w'^ Durchschnittspiincte von 
Cn' und C'n' auf Cn+n' iJiid bilden die Basis eines Hüschels von 
der n'-ten Ordnung. Wir haben somit auf Cn^n' zwei Systeme 
von Functen. Das eine von Puncten bildet die Hasis eines 
Büschels der « ten Ordnung, das andere von n'^ Puneten die 
Basis eines zi^eiten Curvenbüschels der Ordnung lt^ Jede 
CurFe Ca des ersten Biiscbel schneidet Cn-fn' in i^eitern n.n' 
Poncten, vrelehe eine Curve Ch* des zweiten HOschels bestim- 
men; und umgekehrt, die zweite Corve bestimmt die erste. Die 
beiden so bestimmten Carrenbäschet sind daher projectivisch, 
and die Durchschnittspiincte der entspreefaenden Corven liegen 
somit alle auf der Gurre Cn-fn'. 

a. Oer erste Satz von Chasles. II. Fall. Wir neh- 
men jetzt zweitens an, es sei fi'^n'. Jede durch die Puncte 

von gelegte Curve Cn schneidet dann diese Curve in noch 

weitern n»n* Puneten, die aber in diesem Falle nicht von ein- 
ander unabhängig sind» da nach St. 41. und Nr. 42. jede Curve, 
welche durch n.n' — — 2) derselben beschrieben ist, 
auch alle andern enthSit. Nehmen wir also beliebig andere 

i«'(«'+3) - {». «' - !(»- !)(«— 2) { = i(f»' - « + + 2), 

Puncte an, so liegen alle diese 

i {«'(«'+ 3) + («-l)(«-2)| 

i*uiicte auf einer Curve Cr der «' ten Ordnung. Alle diese 
weitern Puncte werden gleichzeitig auch auf der ( urve Cn-^u' 
liegen. 



*) FftrnssS, »' = 1 ist 

_ n(«+ 2«') = K»+»'X« + -f 3) - 1 , 

für 11^8 ist aber: 



k 
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Dem analog ergibt sich : Eine amlerc Curve Cn des Bä- 
srhels w-ter Ordnung schneidet Cn^n' iiuszor in den «* Busispun« 
cten in n.n' Puncten, und diese bestimmen zusammen mit den 
weiter hinzugefügten 

4(n'-n+l)(ii'--ii+'i) 

Puncten eine Curve Cn' der n'-teu Ordnung. 

Die beldeR Orte der (n-f n'H«" Ordnung, Cn-i-C** und 
Ctt4C»'* haben iiun (ii-f ff*)^ Puncte gemein. Vondieeeii liegen 

+ In.n' + — » + !)(»' — » + 2) 

auf €«4«'. Diese Zahl ist aber gleich 

i{n + n%n + « -f ii) - 1 + (« - 0(» - . 

also 

•nd es liegen folgUch nach Nr. 4K die noch übrigen 

II'— 4(»'— « + !)(«'— u f 2) 

Darcbschnittspuncte von und C«' auch alle auf Cn^ und 
bilden daher mit den iTeileren gegebenen Pnoeten die Basis 
eines Curvenhiischeis derit'-teii OrdUMig. Wir haben alsf» auch 
in diesem Falle auf der Curve Cnfn' zwei System von Puncten, 
welche die Basen von z\vei Curvenbüscheln bezuglich der n teo 
und n'-ten Ordnung bilden. Diese beiden Büschel sind pro« 
jectivisch, da jede Curve des einen nur eine Curve des andern 
bestimmt und ums^ckehrt. Auszerdem schneiden sich die einan* 
der entsprechenden Curven beständig so, dasz die Durchschnitts- 
puncte auf der gegeben Curve Cn-f liegen 

b. Ergebnisz aus dem Vorhergehenden. Dieser 
Satz zeigt, wie man, ivcnn auf einer gegebenen Curve der Ord' 
nong n-\-n' die Basispuncte eines Büschels der listen Ordnung 
bestimmt sind, auch die Basispuncte des ihm projectivischen 



♦) ChasleSf JJeux th^orhtnes g^niraux sur Us e<n$rbes et les surjaces 
gioimttriquet de tum» les ordne» (Coniptet nndos, 20. d^cembre 1857). 
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Büschels der Ordnung n' festlej^en kann, so dasz durch die 
Durchschnittspiiiicte der entsprechenden Curveii beider Büschel 
die gegebene Curve erzeugt wird. 

Es bleibt uns noch flbrig, zu unterjochen« in welcher Weise 
auf einer gegebenen Curve der (n-f-^-ten Ordnung die 
Basispuncte des Bfischels von der n-ten Ordnung bestimmt 
werden kSnnen. 

95. Der zweite 8ats von Chasles. Wir* bemerken 
zuerst, dasz aus dem Satze von Caffieff in Nr. 44. folgt: 

Lehrsatz VI. &UAäit eine Curve (o -f n'yter Ordnung 

ü^— l)(n-ii'— 2) 

JHarchschnittspuncte %weier Curven 4er n»ten Ordnung, 
90 entkäU He auch die Übrigen* 

oder aneb: 

Lehrsatz VII. Idegem von den Baeißpuneten einee 
Büeehei* n^ter Ordnung 

II» — — «' — 1) (« — «' ~ 2) 

auf einer Curve der (ni-nfyten Ordnung, eo Hegen uUe 
diese Funete auf dieser Curve. 

Dieser Satz setzt offenbar voraus, es sei 

«-ii'-2>0, 

Ks sei daher jetzt «>n' + 2. Sollen nir mm auf einer gege- 
benen Curve der (« -f n')-ten Ordnung die n^ Basis;puncte eines 
Büschels der n-ten Ordnung bestimmen, so ist es hinreichend, 
dasz von diesen Puncten 

«« - K«— — 1)(« - «' — 2) , 

auf dieser Curve bestimmt werden , damit sie alle auf ihr ge* 
legen sind. Es musz also auch eben so vielen Bedingungen 
genügt werden« 

Abstrahieren wir Air den Augenblick von der gegebenen 
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Carte, Die Baaispancte sind gmiis im Allgemeioen durch 
4ii(»-f 3) — 1 von ihnen bestiramt, und da nun zur Bestimmung 
eines Ponctes zwei Bedingungen nOtig sind, so brauchen wir 
zur Festlegung aller Puncte der Basis des Bfischels ii(n-|-3)^2 
Bedingungen. Sollen die fiasispuncte aber auf der gegebenen 
Curve liegen, so haben sie nur 

i»a — i(« — 2) 

Bedingungen zu geniigen, wir behalten daher 

n(n + 3)-.2— f|a+i(ii-«'— 1)(«— n' - 2) 

= i{(»-»')* + 3(fi + »0-2} 

Bedingungen flbrig, und sovieie Elemente kSonen wir also nach 
Belieben verteilen. Da nun ein Punet, der auf einer Curve lie- 
gen musa, durch nur noch eine weitere Bedingung gegeben ist, so 
können wir auf der gegebenen Curve nO^ + 3(n-f n0-*2 

Puncte beliebig annehmen, am die Basis des Bfischels »»ter 
Ordnung zu bestimmen. 

In dem andern Falle, wenn »'^»'-f2 i^t, müszen, damit 

die Basispuncte auf der Curve liegen^ Bedingungen er- 
flBlIt sein. Schlieszen wir nun welter wie Oben, so erhalten wir 

«(« + 3)— 2— II« = 3«— 2 

freie Bedingungen, und es gilt also der Satz; 

Lehrsatz VIII. Soll man auf einer Curve der (n -f w')- 
len Ordnung Puncte so bestimmen, dasz sie die Basis- 
puncte eines Curvenbüschels der n-ten Ordnung sind, so 
kann man von ihnen i{ («—»')^-f 3( 2}, oder 3«— 2 
Puncte beliebig auf derselben verteilen, Jenachdem n^n'-^l 

oder n^fi'+2 Ut*). 

Aus den beiden in Nr. 54. und in dieser Nummer bewiese- 
nen Sfttzen folgt nun, dasz jede Curve der m-ten Ordnung auf 
eine unbegrenzte Zahl verschiedener Arten durch zwei projecti- 



*) CAafle«, ZMttfrnimofKm nomhre dt pmMt^ qu*&n peu prtndre efe. 
(Gomptes rendas, 91. Septerabre 1857). 



Digitized by Google 



82 



Erstes CapiteL 



[§. lü. 



viicfae Conrenbflsehel enengt werden kann, deren Ordnaogen 
n und ii^ sur Samme H'^n'^m geben« 

56. Der erste Satz von Jonquieres. Wir haben so 
die Zahl der Puncte gefunden, die wir auf einer «■egebeneti Curve 
m-ter Ordnung beliebig annehmen können, um auf ihr die Basis 
eines Curvenbiischels der /i-teu Ordnung, TK^m, zu construieren, 
und müszen jetzt auch die Zahl der Puncte bestimmen, welche 
nicht willkürlich angenommen, sondern die sämmtlich indivi- 
dualisiert sein müszen, um die Basispuncte der beiden erzeu- 
genden Büschel vollständig festzulegen. Nun können, wenn m 
in zwei Teile n und n' «erlegt wird, diese entweder gleich oder 
ungleich sein. Zuerst nehmen wir an, sie seien ujigleicb, und n 
die groszere Zahl. 

Ist n>n'+2, 80 ist die Zahl der willkürlichen Puncte gleich 
i{(i»-|-nO^+3(i» + »') — 2}, die Basen der beiden Büschel sind 
aber bezügtich durch ^n(n-h3)— 1 und in,\n+2i)-^l Puncte 
bestimmt» es ist folglich die Zahl der noch an beatlimnapflen 
gleich 

il «(« + 3) + + 3) 1 -2- i{ (/i - «0H3(ii +«0 -21 

= ».»' — 1. 

bt «ssA'-f 2 oder » = «'4.1, ao ist die Anaahl der wiü- 
kilrlichen Puncte gleich 3»*— 2, es bleiben alao noch an be- 
atlmnien : 

+ 3) + +3) l ~ 21+ (3» - 2) = «.»'- 1. 

Ist II SS fl*, so ist die Zahl der wlllktirllchen Pnncte^ um 
die Baals dea ersten Büachela an bilden, gleich 3»— 2l Ist 
aber diese bestimmt, ao Icann man noch einen weitem Ponct 
willkürlich annehmen, um die Basis des zweiten Büschels an 
bestimmen. Denn die io Nr« $4. gefnndene Zahl der weitem 
willkürlichen Puncte — n-fl)(i»'— n-h2) wird für n — n' 
genau gleich 1. Die Zahl der noch an beatinunendea Ehincte 
ist daher t 

k{ «(«+3) + n'(n' + 3) } - 2 - 3(n— 2) — 1 = n - 1. 

Zu demselben Resultate gelangt man auch, wenn man von 
derjenigen der beiden Zahlen n und auagehl;» die die kleinere 
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ist. Es sei also jetzt z.B. so können, um die Basis 

des Büschels der Ordnunsr n zu l»e.stin>nien, 3«— 2 Puncte will- 
kiirlich angenommen werden. Ist diese Basis bestimmt, so 
kann man noch ^(«' — «+!)(«' — n + 2) beliebige Puncte für 
die Basis des zweiten Büschels anoehnieu. Eis bleiben also 
im Ganzen für beide Basen noch 

+ 3) + «'(«' + 3) |-2-(afi-2) - Un'-n^ IK«' - « + 2) 

SU.»'— 1 

Puncte zu bestimmen übrig. 

Aus Alle dem folgt dar Satz: 

Lehrsatz IX. Von den Basispuncten zweier Büschel 
von Curven der n-ten und n'-ten Ordnung, durch welche 
eine Curve der (n f n'yten Ordnung enteugt werden soU, 
sind immer n.n'—\, welche nicht witlkürlieh gewählt wer' 
den können, sondern durch die Elemente, welche die Curve 
inMviduaUei&ren, beatimmt werden mii9%en> 

SS7. Der zweite ßatz von JonquUres. Es seien 

i(n + «')(» + «'+3) 

Poncte gegeben» durch die man eine Cnrre der (i>-|-ii')-ten 
Ordnung beschreiben soll. Zu diesem Zweck raOszen wir zwei 
prcjectivische CurvenbOschel Ton der n-ten und n'-ten Ordnung 
bestimmen, welche In den Durchscbnittspuncten der correspon* 
dierenden Curven die gesuchte Curve der (n-f «O-ten Ordnung 
erzengen. 

Von den ^{ + 3) + «'(W + 3) | — '2 Puncten, welche die 
Basen der beiden Büschel völlig bestimmen, sind nur «.«' — 1 
Puncte, die nicht beliebig sind. Von den gegebenen Puncteii 
können also zu Basispuncten ^|n(wf 3)-f «'(«'-|-3)! — 2 — {ii.n' — 1) 
genommen werden, und 2/i.w'-fl dieser Puncte fallen dann 
nicht mit den Basispuncten zusammen. Damit die gesuchte 
Curve auch durch sie hindurchgeht, niüszen die Curven des 
ersten Büschels, welche durch diese 2n.w'-|-l Puncte gelegt 
werden können, den Curven des zweiten Büschels, welche durch 
dieselben Puncte gelegt werden können, projectivisch ent- 
sprechen. Da nuHj um die Projectivität zweier Gebilde herzu- 

6* 
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stelleDy nach Belieben drei Elenientepaare aU entsprechende 
angenommen werden dürfen, die dann für jedes beliebige vierte 
Element des einen Gebildes mitteist der Gleichheit der Doppel* 
verhältnisze nach Nr. 8. das entsprechende Element des zweiten 
Gebildes bestimmen, so ergeben sich aus der Projectivität dieser 
2n.n' — 1 sich entsprechender Curvenpaare (2«.ii'-f 1) — 3 
= 2(n.n — ]) Bedingungen, das heiszt die Zahl, welche genau 
hinreicht, um die n.Jt'— 1 unbekannten Puncte zu hestimmeD 

58. Verschiedene LSsung der Aufgabe. Das in 
Nr. 53. aufgestellte Problem iSszt verschiedene Lesungen zu, 
nieht allein in Bezug auf die mehrfache Teilung der Ordnnngs- 
sab! der Curve in zwei andere Zahlen und n*, sondern auch 
in Bezug auf die verschiedenen Arten, auf welche man die will- 
kflriichen Puncte auf den Basen der erzeugenden CurvenbOschel 
verteil^ und damit natfirlich auch die nicht willkfirlichen Puncte. 

Aus dem in Nr. 56. Ausgesprochenen folgt nun noch: 

Lehrsatz X. Van den Basispuneten w»eier Cwrven' 
bUfchel der n-ten und n**ten Ordnunff, welche eine Curte 

der in 4- n yten Ordnung erzeugen sollen, n ^ n', können 

alle willkSrHehen Puneie der Boele dee Cwrvenhüeehele 
90» kffherer Ordnung zugeteilt werden, iei aber n^nf, 
90 können alle tcillkär liehe a Puncte weniger einem als 
einer der Mden Basen angehörig betrachtet werden**). 



C^nslmcilon der Cwea Bwelter Oribiiuii:* 

59. Construction mittelst zweier projecti vis eher 
Stra lenbüsch el. Setzt man in dem Satze der Nr. 50. n=-n' 
ssl, so entsteht: 

Lehrsatz L Der Ort der BarehschinUtsptmcte wweier 
entsprechender Straten wweier prejectiHscher Stralenbü- 



♦) Jonquieres , Essai sur la g^n€rat(on des courbes ete. p. 18— 14. 
Chaslesy Düermination du nombre de points eic w. 0. 
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schel mit den Centren o und o', ist eine Curve der wei- 
ten Ordnung, die durch o und o' geht. 

Umgekehrt entsteht: 

Lehrjäatz IL Sind o und o' %wei beliebige feste Puncte 
einer Curve zweiter Ordnung, fn ein beweglicher Punct 
derselben Curve, so erzeugen bei der Bewegung desselben 
die Straten om und o'm iwei projectivische SlrcUenbüschel. 

Liegt m unendiicb nahe bei 0, so wird der Stral am zur 
Tangente der Curve In o, es ist also die Tangente' in o der 
Stral des ersten StralenbCschels, der dem Strale oa' des swel- 
ten Straleiibfischels entspricht. 

Aus dem Vorhergehenden folgt unmitteibar die Construction 
der Curve zweiter Ordnung, von der fünf Puncte ö, by c, 0, 0* 
gegeben sind. Wir nehmen o und o' als Mittelpuncte zweier 
projectivischer Stralenbüschel und die Stralenpaare [oa, O'a], 
\objO'b\i [oc, O'c] als einander entsprechende an. Jeder andere 
Punct der Curve ist nach Nr. .3. der üurchschnittspunct zweier 
entsprechender Straleii der beiden Stralenbüschel. Diese Con- 
struction fallt mit derjenigen zusammen, welche aus dem Satze 
von Pascal (Nr. 45 c.) flieszt. Sie bleiht auch in dem Falle 
dieselbe, dasz zwei Puncte von den gegebenen einander auf 
einer gegebenen Coradon unendiicb nahe liegen, das heiszt, in 
dem Falle, wo die licsuchte Curve durch vier Puncte gehen soll 
und in einem derselben eine gegebene Gerade berübreo, u. s. w. 

Entspricht in den beiden projectirfschen Stralenbascheio^ 
deren Centren o und & sind, der Stral 00* sieh selbst, so ist 
jeder Punct desselben zwei entsprechenden aufeinanderfallen- 
den Straten gemein, er bildet also selbst einen Teil des Ortes 
zweiter Ordnung, der durch die beiden StraleobOschel erzeugt 
wird. Dieser Ort besteht also nach Nr. 50 b. aus dem Stral 00' 
und einer anderen Geraden, welche alle andern Durebschnitts- 
puncte der entsprechenden Stralen enthalten wh-d. 

60. Construction mittelst zweier projectivischer 
Punctreihen. Eine weitere Aufgabe ist die folgende: Es 
sind zwei projectivische Punctreihen A und A' gegeben; von 
welcher Classe ist die EinhOllende der Geraden, welche zwei 



Digitized by Google 



Erstes Capitel. 



[§• 1 1. 



entsprecheode Puncte derselben verbindet? Wir betrachten 
die beiden Stralenbüechel, ivelcbe entstehen, wenn nir einen 
beiiebij^en Punct 0 mit allen entsprechenden Puncten von A und 
A' verbinden. Die beiden Stralenbüschel sind den Punctreihen 
projectiviscb, also auch unter sich selbst projectivisch. Jede 
Gerade nun, welche zwei entsprechende Puncte der Punctreihen 
A und A' verbindet und durch o geht, ist ein beiden Stralen- 
huscheln gemeimchaftlicher Stral, das heiszt ein Stral, der 
mit seinem entsprechenden zusammenfallt. Nun haben aber 
nach Nr. 10. zwei concentrische projectivische Stralenbüschel 
zwei gemeinschaftliche Stralen, es gehen daher durch o zwei 
Gerade, deren jede Tangente der Einhüllenden ist, deren Classe 
wir bestimmen sollen. Folglich ist diese Einhüllende von der 
zweiten Classe. Den gemeinschaftlichen Punct der Geraden 
A und A' nennen wir p oder q\ jenachdem er als der ersten oder 
zweiten Punctreihe angehörig betrachtet wird; p' und q seien 
die beiden den Puncten p und q* entsprechenden Puncte. Die 
Geraden pp'y das heiszt Ay und qq', das heiszt A', werden Tan- 
genten der Curve zweiter Classe sein, folglich berührt diese 
die gegebenen Geraden. 

Umgekehrt werden zwei feste Tangenten A und A* einer 
Curve zweiter Classe von einer beweglichen Tangente M dieser 
Curve in zwei projectivischen Punctreihen geschnitten. Ein 
beliebiges Punctpaar derselben sei bezüglich durch a und a" 
bezeichnet. Will M eben mit A zusammenfallen, so ist a der 
Punct, in welchem A die Curve berührt; A berührt also die Curve 
in dem Puncte q, welcher dem Puncte q' von A' entspricht, in 
dem sich die beiden Geraden A und A' schneiden. 

Aus dem Vorhergehenden ist die Construction der Curven 
zweiter Classe, die fünf gegebene Gerade berühren soll, mit- 
telst ihrer Tangenten augenblicklich klar. Zwei dieser Geraden 
werden von den drei andern in je drei Punctpaaren geschnit- 
ten, die als einander entsprechende betrachtet, zwei projecti- 
vische Punctreihen erzeugen. Jede andere Tangente der ge- 
suchten Curve ist durch zwei entsprechende Puncte dieser 
Punctreihen bestimmt. 

Entspricht in den beiden geraden projectivischen Punct- 
reihen A und A' der Durchschnittspunct der beiden Geraden 
sich selbst, so verbindet jede durch ihn gezogene Gerade zivei 



2!fr«60— 62.J jDm Grmdprino^Hen, ^ 87 

entsprechende, und zwar zusammenfallende Puncte. Dieser 
Punct ist daher seihst ein Teil der Einhüllenden zweiter Classe» 
die durch heide Punctreihen erzeugt wird. Diese selbst wird 
daher aus dem gegehenen Durchschnittspunct und einem zwei- 
ten Puncte zusammengesetzt, in welchem sich dann nach Nr. 3. 
alle Geraden, welche zwei entsprechende Puncte der Punct- 
reihe verbinden, schneiden müszen. 

61. Curven zweiter Ordnung und zweiter C lasse 
sind identisch. Durch einen Punct einer Cur\c zweiter Classe 
kann nach Nr. 30. keine Gerade gelegt werden, welche die 
Curve noch in einem andorn Puncte berührt. Eine Gerade, 
welche also eine Curve zweiter Ciasse berührt, kann sie in 
keinem weiteren Puncte treffen, folglich ist eine Curve zweiter 
Classe auch eine Curve zweiter Ordnung. 

Ebenso beweist nae» dass eine Carre der streiten Ordnung 
sech Ton der sweiten Classe ist Carmen zweiter Ordnung und 
sweKer Classe sind also identisch, aber nnr so lange wir ein- 
fache Cvtnen betrachten« I>enn ein System von swel Geraden 
ist wol eine Cnrve der sweiten Ordnung, aber nicht der swei- 
ten Classe, und ebenso ist das System zweier Puncte wo! eine 
Einhflllende zweiter Classe, aber keine Curre zweiter Ordnung. 

Die Curven zweiter Ordnung und zweiter Classe bezeichnet 
man gewühniicb mit dem Namen der Kegelschfätte* 

62« Aufgaben. Aus dem Satze in Nr. 59. folgt noch, 
dasz, wenn b, C, d vier gegebene Puncte eines Kcgelschnit- 
tes sind, und m ein veränderlicher Punct derselben Curve, das 
Doppelverhältnisz der vier Stralea fn{a, b, c, d) constant ist, 
das heiszt gleich dem der vier Geraden a{a, b, C, d), worin aa 
die Gerade beseichset» weiche den Kegelschnitt in a berührt 

Umgekehrt ist der Ort eines Punetes ift, fSr weichen das 
Doppelverhältnisz der Geraden m{a, b, c, d) constant =s il ist, 
unter a, b, c, d gegebene Puncte verstanden, ein Kegelschnitt 
der durch a, b, c, d geht. Die Construction desselben ist sehr 
einfach. Ist aa eine Gerade die durch a geht, and das Dop- 
pelverhKitnisz der Straten €^a, b, e, d) dem gegebenen Werte k 
gleich gemacht, so Ist der Kegelschnitt dadurch gegeben, dasz 
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er durch a, ö, c, d gehea masz und in a die Gerade aa be- 
rühren. ' 

Der geometrische Ort, den wir eben betrachteten, führt auf 
die Lüsung des folgenden Problems: 

tls sind fünf Gerade o'{a', ö', c', d' e') gegeben, die sich in 
einem Puncto o' schneiden und auszerdem tönt' andere Puncto 
a, by c, d, e; man soll einen Punct O bestimmen, dasz das 8tra- 
lenbüschel o(a, c, d, e) dem iStraleubüscbel o'{a'y b', c', d', e') 
projectiviscb sei. 

>Vir denken uns den Kegelschnitt beschrieben, der der 
Ort eines Puuctes m für welchen die Doppel verhältnisze 
der beiden Straleubüschel b, c, d) und o'(ä', b', c\ d*) ein- 
ander gleich werden. Fhcnso beschreiben wir den Kegelschnitt, 
welcher der Ort eines Punctes n ist, für welchen die Doppielver- 
hältniszo der beiden Stralenbuschel nia^ 6, c, e) und 0%a\ b'y c\ e') 
einander gleich werden. Der erste K^elschnitt geht durch die 
Pancte a, ö, c, d, der zweite ebenso durch die Puncte a, 6, 
e, e, beide sind also vollständig bestimmt. 

Da nun der gesuchte Punct sowol die Eigenschaft des Punc- 
tes m, als die des Punctes n haben soll, so musz er offenbar 
auf beiden Kegelschnitten liegen. Diese haben aber drei ge- 
meinsebafliiehe Puncte a, b, c, folglich ist Ihr vierter Dureh> 
schnittspunct der gesuchte« Derselbe iSszt sich, wie wir nach* 
her zeigen werden, ohne die beiden Kegelschnitte wirklich zu 
verzeichnen, construieren. 

63. Curvenböschel zweiter Ordnunj^. Die Kegelschnitte, 
welche durch dieselben vier Puncte liehen, bilden ein Curven- 
büschel zweiter Ordnung. Die vier Puncte seien a, b, c, 0. 
ünter den KeiijeUchnitten des Büschels sind ininier drei, welche 
aus dem System zweier Geraden bestehen. Es sind dies die 
drei Paare (iej^onseiteii \bc, ao], \ca, bo] , [ab, co] des vollstän- 
digen Vierecks, dem die Kegelschnitte sammtlicb umgeschrie- 
ben sind. 

Legt man durch einen der Scheitel des Vierecks, z. B. a, 
eine beliebige Transversale A, so schneidet diese jeden Kegel* 
schnitt des fiflschels in einem zweiten Puncte und umgekehrt. 
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jeder Punct der Transversale bestimmt einen Kegelschnitt des 
Buscheis, der ehen durch diesen Punct und die vier gegebenen 
a, ö, Cy o gehen musz. Das Curvenbüschel und die Punct- 
reihe in der dasselbe von der Transversale A geschnitten wird, 
sind demnach zwei projectivische geometrische Gebilde. Mit 
andern Worten, das Doppelverhältnisz von vier Puncten, in 
denen vier gegebene Kegelschnitte des Büschels eine beliebige 
durch einen Basispunct gelegte Transversale schneiden, ist 
constant för jede Richtung der Trunsversale und für jeden Ba* 
sispunct. Nach Nr. 46. haben wir wirklich die Relation, dasz 
dies Doppelverhältnisz gleich dem von vier Kegelschnitten des 
BGscheis ist. 

Es folgt weiter, dasi zwei Transversaleo A und B, die 
durch zwei beliebige Basispuocte a und b gehen, die Kegel- 
schnitte des Bflschels in zwei projectivischen Panctreihen schnei- 
den, wenn man nnr diejenigen Puncto m und m* als entspre- 
chende annimmt. In denen ein und derselbe Kegelschnitt von den 
beiden Transversalen geschnitten wird. Nun ist angenblicklicb 
klar, dasz der Durchschnittspunct der beiden Transversalen 
sich selbst zugeordnet ist, da der durch ihn gelegte Kegelschnitt 
des Bflschels in ihm beide Transversalen schneidet Folglich 
geht nach Nr. 3. und Nr. 60. jede Gerade mm', welche zwei 
entsprechende Paoete der beiden Punctreihen verbindet, durch 
einen festen Punct j. Jede Gerade, die durch j geht, schneidet 
die Transversalen A und B in zwei Puncten, die auf demselben 
Kegelschnitt des Büschels liegen, folglich geht die Gerade 
eo, die zusammen mit ab einen Kegelschnitt des Buscheis aus- 
macht, durch 7'; die Puncte, in denen A und bCy so wie B und 
ao sich schneiden, liegen mit j in gerader Linie, und ebenso 
sind die Puncte, in denen A und bOt sowie B und ae sich 
schneiden, mit j in gerader Linie. 

64. Aufgaben. Angenommen, es seien fiBnf Puncte a, b, 
c, d, e auf einem Kegelscbnite gegeben und die Puncte a, b, 
Cy e'y f* sollen auf einem zweiten Kegelschnitte liegen, so haben 
diese beiden Kegelschnitte offenbar drei Puncte 6, c ge- 
melnschafUich , die van vom kerHn gegeben sind. Blan soll 
den vierten Durchschnittsponct construieren, ohne die Kegel- 
schnitte selbst zu beschreiben. 
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Man zleiie die Geraden ad and be', Sie mOgen beEfiglicb 
A und B liebzen. Die Gerade A trifft den zweiten Kegelschnitt 
in eteen Pallete 0t der mittelst des Satzes von Pa^eul sieb 
ebne GoBetmetieo dieser Gurve bestimiiieD liest. Ebenso tfiffk 
B den ersten K^lscbnitt in ^nem Puncto der sieb auf die- 
•elbe Welse eensbmieren l8sst ^Oie Geraden ädf und ee* eebnel- 
den sieb Ui Ist m der gemeinsebaftlicbe Peact toa A und 
bc, mt der gemeinscbaftticbe Punet von B und jm, so ist der 
Dorcbsebnittspunct Q von am' und je der gesuebte. Mit Be- 
zugoabme auf das, was in der verigen Nummer auseinander 
gesetzt ist, wird man augenblici^licb die Ricbtigkeit der.Con- 
stmction einseben*). 

S. 12. 

C#M»ijreeiloi der Canren dritter Ordnung dareh neun 

yei^ebene Puncte« 

65. Constructioii mittelst eines Straien- und ei- 
nes Kegelschnittbüschels. Der allgemeine Satz in Nr. 50. 
heiszt für n = 2 und = 1 : 

Le br sats L Ber Ort der BurehaeänUtepmieie der Sfra^ 
ien eine» StralenbüBchels mit den entsprechenden Kegel- 
eehnttten eines ihm projeetivisehen Curvenbüechele weiter 
Ordnunff, iet eine CUrwe der dritten Ordnung, weiche 
durch die vier gemeinschaftlichen Puncte der Kegelschnitte 
und durch den Mtttelpunet des Stralenbüschels gehk 

Ist o das Centruni des Stralenbüschels, so ist die Tangente 
der Curve dritter Ordnunj^ im Puncte 0 der entsprechende Stral 
fiir den Kegelschnitt des Büschels, der durch o geht 

Ist a einer der Basispuncte des Kegeiscbnittbüscbeis, so 
ist die Tangente der Curve dritter Ordnung In a die Gerade, 
welche in diesem Puncte naeb Nr. 51 a. denjenigen Kegelsebnitt 
berObrt, weleber dem Stral oa entspricbt. 



•) Man Mhe Sckrtterf I^oblematis geometrid ad superßciem sccundi 
crdim per data pKneto eonstnmidam ^teekmlu «Mb mwa, Vratislaviac. 
186S. p. 18. 
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Die iovmeo Sitie 4es vorheigebeDfleB folgern «idi ans 
Nr. 54: 

Lehrsatz II. Legt man durch vier feste Puncle eine?- 
Curve dritter Ordnung einen Kegelschnitt, so schneidet 
dieser die gegebene Curve in zicei Puncten m und m*. 
Die Gerade mm' geht durch einen fünften festen Punct o 
des Kegelschnittes. Das Kegelschnittbüschcl durch die 
vier Puncte a, c, d und das Stralenbüschel durch o 
sind projectirisch. Der Punct o heisU der Qegenpunct 
(punto opposto) der Puncte a, ö, e, d* 

Lehrsatz III. Sind in einer Curve dritter Ordnung 
drei Puncte a, b, e gegeben und tegt man durch einen 
vierten fiuten Punct in dereeiben Curve eine Gerade, die 
die gegebene Curve in den Puncten m und mf schneidet, 
eo geht der Kegetechnüt, den man durch a, b, c, m, mf 
beechreiben kann^ durch einen ßnften feeten Punct d der 
gegebenen Curve. Die Kegelschnitte durch a, b, c, d und 
die Geraden durch o entsprechen sich projectivisch. 

60. Die Metbode yon Cba.8le8 zur CoDstroctioD 
dereelbeo. Wir stellen jetzt die Aufgabe, durch nenn gege- 
bene Puncte a, b, Ct d, e, f, g, h,J eine Curve der dritten 
Ordnung zu beschreiben, und zwar niittebt zweier projectivi- 
scher Büschel» das eine von Kegebchoitten » das andere ein 
StralenbfischeL Um die fiasen der beiden Bfischel festzulegen, 
sind filnf Puncto nCtig . aber einer derselben ist nach Nr. 67. 
niclit willkflriich. Die vier übrigen Puncto kann man beliebig 
anter den gegebenen neun Poiioten auswfthlen. 

Jeiiachdem drt nicht w illkürliche Punct dem Stralenbüschel 
oder dem Kegcischnittbüschel ziisjeteilt wird, ergeben sich zwei 
verschiedene Arten der Construction der (^urven dritter Ord- 
nung, entsprechend den beiden obigen Sätzen II. und III. in 
Nr. 65. ^Vir geben liier nur die erste Art der ConstructioD, wie 
sie C hast es gezeigt hat*). 



<^ CbiMtmctum dt la cmahe du 8"m ordre dßemmiiB par nm^ pcmU 
(Comptes rendoB, 80. Mid 1858). 

In Betroff der sweHeo Art der Oonstnictlon der Onnren dritter and 
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Wir construieren die fünf Kegelschnitte, die durch a, b, C, 
d und bezüglich durch e, f, ff, h, j gehen. Das System dieser 
fünf Kegelschnitte müge durch das Symbol 

{abcd){e, f, ff, h, j) 

dargestellt werden. Es handelt sich jetzt nur darum, einen 
Punct 0 zu bestimmen, so dasz das System von fünf Geraden 

o{e, r, ff, h, j) 

dem System der fünf Kegelschnitte projectivisch sei. Da nun 
dieses System nach Nr. 46. dem System der Tangenten der 
Kegelschnitte im Puncte a projectivisch ist, so fällt diese Auf- 
gabe mit der in Nr. 62. und Nr. 64. gelüsten zusammen. Be- 
stimmt man den Geffenpunct 0 von a, b, c, d, so sind die er- 
zeugenden Büschel bestimmt, und damit die Aufgabe gelöst. 

67. Verschiedene Sätze überCurven dritter Ord- 
nung. Betrachten wir jetzt zwei Curven dritter Ordnung, die 
durch je neun Puncte gehen, von denen aber vier a, b, c, d 
dieselben sind. Die beiden gegebenen Curven schneiden sich 
in weitern fünf Punctcn, durch die ein Kegelschnitt bestimmt 
wird. Dieser läszt sich construieren, ohne die fünf Puncte zu 
kennen, das heiszt, ohne die Curven dritter Ordnung wirklich 
zu verzeichnen. 

Jeder dem Viereck abcd umgeschriebene Kegelschnitt 
schneidet nämlich die erste Curve dritter Ordnung in zwei 
Puncten m und n und die andere Curve dritter Ordnung in 
zwei andern Puncten m' und n'» Die Geraden fnn und m'n' 
schneiden die beiden Curven dritter Ordnung in zwei neuen 
festen Puncten o und o', den Gegenpuncten von a, b, c, d in 
Bezug auf jede der beiden Curven. Nimmt man immer andere 
Kegelschnitte, so erzeugen die Geraden omn und o'm'n' zwei 
zu dem Büschel Kegelschnitte projectivische Stralenbüschel, die 



überhaupt einer höheren Ordnung, sehe man die ausgezeichneten Abhand- 
lungen : 

nquitres , £ssai sur Ja g^n&ation des courbes g€om^trique.s etc. und 
Hä rtenberger, lieber die Erzeugung geometrischer Curven (^Crelle'JBor- 
chardl's Journal. T. 58. Berlin, Reimer. 1860. S. 54.) 



m 
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folglich auch unter sich projectivisch sind. Die entsprechenden 
Stralen derselben erzeugen nun als Ort einen Kegelschnitt, der 
durch 0 und o', so nie durch die fünf unbekannten üurchschnitts- 
puncte der beiden Curven dritter Ordnung geht. Er ist also 
der gesuchte. 

U» Satz von Pliicker. Von diesem Kegelschnitte ken- 
nen wir schon swei Puncte o und o' \ drei andere Puncte kann 
man aus den drei Paaren Gegenseiten des Vierecks cibcd, als 
specleile Kegelschnitte des Büschels aufgefaszt, herleiten. Sind 
iifiniiich m und n die Puncte, in denen die erste der Curven 
der dritten Ordnung durch ilie Geraden bc und ad getroflfen 
wird; 7/i' und n' dieselben Puncte für die zweite Cur?e dritter 
Ordnung, so sind die Geraden mn und m'n' zwei entsprechende 
Stralen der beiden projectivisclien Stralenbüschel mit den Mit- 
telpuncten o und o'; folglich liegt ihr Durchschnittspunct auf 
dem gesuchten Kegelschnitte. Dasselbe läszt sich von den 
andern Paaren Gegenseiten [ca^ bd\ und [ab, cd\ zeigea. 

Hieraus folgt; 

Lehrsatz IV. Von neun ge?nein,sc häßlichen Puncten 
zweier Curven dritter Ordnung bestimmen fünf beliebige 
einen Kegelschnitt, der durch den Gegenpunct der andern 
vier in Besnug auf Jede der gegebenen Curven geht*), 

b, Satz von Hart. Es seien a, b, c, d; a\ b', c\ d* 
acht gemeinschattliche Puncte zweier Curven dritter Ordnung 
nnd 0 und o' die Gegenpuncte der beiden Systeme a, Ä, c, d 
und a', b\ c', d' in Bezug auf die erste der gegebenen Curven. 
Die Gerade oo' schneidet diese Curve in einem dritten Puncte x. 
Aus der Definition des Gegenpunctes folgt, dasz die durch die 
Puncte a, b, c, d, o' und a', b\ &, d\ o gelegten Kegelschnitte 
beide durch x gehen müszen, und es ist daher x der neunte 
gemeinschaftliche Punct der beiden Curven dritter Ordnung**). 



•) Plüelcery Theorie der atgebnUs^en Cinven, S. 56. 

**) JJartj Construction by the ruler alone to determine the ninth poiut oj 
itütentcHon of two curvea of the third degree. (Cambridge and Dublin Ma- 
thematical Joamal, toL ^ Canbridge 1851, p. 181.) 
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C. Satz von Poncelet. Sind a, ft, c, vier Puncte 
einer Curve dritter Ordnung, so ist ihr Gegenpunct o folgender- 
maszen construierbar. Es seien m und n die Puncte, in denen 
die Curve von den Geraden aö und cd geschnitten wird, so 
schneidet mn die Curve in o. Fallen nun die Puncte ö, d 
in einen a zusammen, so fallen auch m und n in den Punct 
m zusammen, in >velchero die Berührende in a die Curve schnei- 
det; 0 wird also der Durchschnittspunct der Curve mit der 
Tangente in m. Nennen wir nach INr. 39^. m den Tangential- 
punct von a, so ist o der Tangentialpunct von m, also der 
weite Tangentialpunct von a, und wir haben den Satz: 

Lehrsatz V. Hat eine Curve dritter Ordnung mit ei- 
nem Kegelschnitt eine vierpunctige Berührung ^ so geht 
die Gerade, welche die beiden übrigen Durchschnittspuncte 
beider Curven verbindet, durch den zweiten Tangential- 
punct des Berührungspunctes. 

Hieraus folgt unmittelbar: 

Lehrsatz VL Hat ein Kegelschnitt eine fünfpunctige 
Berührung mit einer Curve der dritten Ordnung, so schnei- 
det er dieselbe auf der Verbindungsgeraden des Berüh- 
rungspunctes mit deszen zweitem Tangentialpuncte *). 

d. Satz von Salmon. Aus den Sätzen in b. und c. folgt, 
dasz, wenn zwei Curven dritter Ordnung zwei vierpunctige 
Berührungen in a und a* eingehen, der neunte Durchschnitts- 
punct X mit den zweiten Tangentialpuncten o und o' der Be- 
nihrungspuncte a und in gerader Linie liegt. Fallen a und 
af zusammen, so fallt auch o und o' zusammen und x ist sein 
Tangentialpunct, das heiszt der dritte Tangentialpunct von a. 
Das gibt: 

Lehrsatz VII. Alle Curven dritter Ordnung, die in dem- 
selben Puncte eine achtpunctige Berührung mit einer ge- 
gebenen Curve dritter Ordnung eingehen, gehen durch 
den dritten Tangentialpunct des Berührungspunctes**)» 



♦) Poncelet, Analyse des transversales, p. 135. 

Salmon, On curves of the third order. (Philosophical Transactions 
of thc Boynl Society, vol. 148, part. 2. London 1869. p. 535). 
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Einige weitere Sätze. Wendet man den Satz in 
Nr. 456. auf eine Curve dritter Ordnung an, so entsteht: 

Lehrsatz VIII. Wird eine Curve dritter Ordnung poh 
einer Cturve n^ter Ordnung in 3ii Puncten geeekaiUen, 
90 Hegen die TangenütUpuncte dieeer Punete atte in einer 
andern Curve der dritten Ördmung, 

Hieraus folgt unmittelbar nach Mr. 44. : 

Lehrsatz IX. Die Kegeleeknitte, weiche in den Durek- 
eehntttapuneten einer Curve n-ier Ordnung mit einer eoi- 
eken dritter Ordnung, mit ietuerer eine ßnfipunetige Be' 
rührung eingehen, eehneiden Meeibe in 9n Puneten, die 
in einer ameiien Curve n^ier ihrdmmg Hegen, 

Oder auch: 

Lehrsatz X. Hai ein Kegeieeknitt mtt einer Curve 
dritter Ordnung eine ßnfißunettge Berührung in a und 
eehneidet eie inb, eo hat, wenn W und ^ die Tangenttal' 
punete van a und b eind, ein weiter Kegelechnitt in et 
eine f&nfpunetige Berührung mtt der gegebenen Curve der 
dritten Ordnung und eehneidet dieeeibe in b*. 
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BrUlimir lutd OrumdelffenMliAfieii der Polaren* 

68. Erklärung der Polaren; Anzahl derselben. Es 
seien eine ebene Curve Cn von der «-ten Ordnung und ein 
beliebiger Punct o in ihrer Ebene gegeben. Um o lasze man 
sich eine Transversale drehen, die in einer ihrer Lagen die 
Curve Cn in ft Puncten 

0^1 Ob» H^» ••••9 ün 

schneidet; dann Ist der Ort der harmonischen Mittelpuncte des 
r-ten Grades für das System Oi, a^y a^, ün in Bezug auf 
0 als Pol eine Curve der r-ten Ordnung, da nach Nr. 11. auf 
jeder durch o gezogenen Geraden r Puncto des Ortes liegen. 
£ine solche Curve heiszt die (?i — r)'(e Polare des Punctes o 
in Bezug auf die gegebene Curve. Diese selbst heiszt die 
Fundamental- oder Grundeurve*), 

Der Punct 0 erzeugt auf diese Weise n — J Polaren der 
gegebenen Curve. Die ersie Polare wt eine Curve der (n— J)-ten 
Ordnung; iIm weite Polare eine solche der (n — 2)-ten Ord-v 
nung; u. 8. w.; die leiste oder (it — l)-/e Polare, das heiszt 
der Ort der harmonischen Mittelpuncte des «raten Grades« iat 
eine Gerade**). 



*) GrasMmannt 2%torw der CerUraktu (Cr«H«« Jonmal. T. 24. 
Berlin, Bebner. 184S. 8. 26S). 

**) Der SatB ist fBr banaonitchai IDttelpimete ersten Grades von 
Cot€9 gegeben. IC. s. Maelaurinf o. o. O., p. S05. 
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dUk Uebertragnng der SStze für harmonische Mit- 
telpnncte «vf Polaren. Die in §.3. bewiesenen Sätze ffir 
die harmoDiechen Mittelpancte eines Systems von n Functen 
anf einer Geraden lasten sich in ebenso viele Eigenschaften 
der Polaren einer gegebenen Corvo übertragen. 

a. Der Sata in Nr. 12. Der Lehrsatz in Nr. 12. Ifisat 
sich folgendermassen fassen: 

Lehrsatz I. Ist m ein Punct der (n~r)-ten Polare 
von so ist o umgekehrt ein Funct der r-ten Polare 
van !»•); 

oder anch: 

Lehrsatz IL üer Ort der Puncte, deren r-te Polare 
durch einen festen Punct o geht, ist die (»— r)-l^ Polare 
des Punctes o. 

So ist a.B. die erste Polare Ton o 4et Ort der Pole, 
deren gerade Polaren durch o gehen; die aweite Polare der 
Ort d«r P«te. d«f«. «MUcb« PdvM dn«h die^n P.«^ ge- 
Den; n. s. w. 

Der Sats in Nr. 13. Ans dem Satae in Nr. 13. folgt 
angenbiicldich: 

Lehrsatz IH. Ein beliebiger Punci o hat dieselbe s-te 
Polare, sowol in Betug auf die gegebene Curve Cn, als 
in Besuff auf Jede als Fundamentalcurve betrachtete Po- 
lare einer höheren Ordnung desselben Punctes o» 

So ist 1. B. die swelte Polare von o in Boing auf Cn die 
erste Polare der ersten Polare desselben Punctes In Besog anf 
C»; die dritte Polare ist die erste Polare in Bezog auf die 
zweite Polare und gleichzeitig die zweite Polare in Bezug auf 
die erste Polare; n. s. w. 

c. Der Satz in Nr. 14. Das Theorem in Nr. 14. gibt 
ebenso : 



*) Bobillier, Th^oremes sur les polmm «MceMIMf. (AnoalM de 
Gergoutff t 19. "JSütam 1829—29, p.905). 
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Lebrsats IV. Die r'^te Poleare eines Punctes o' in Be- 
wg auf die r4e Polare etne» midem Fimeiee o in Be%ug 
auf Cm fällt mit der r^ten Mare von o vuaammen in Be- 
wuff auf die r*^te Polare pon o' nach Cn*). 

Dieser Satz ist, wie sich spSter zeigen wird, durch seine 
vielen Folgerungen Suszerst fruchtbar. So ergibt sich z. B. die 
im Folgenden auseinandergesetze Eigenschaft durch Verglei* 
cbuog mit dem Satx in Mr.69ii» fast von selbst. 

• 

d. Folgerung aus dem Vorhergehenden. Die r'-te 
Polare von o' in Bezug auf die r-te Polare von V gehe durch ^ 
einen Punct m, ynd es gehe die r-te Polare von o in Bezug auf > 
die r'>te Polare von o' gleichzeitig durch denselben Punct; dann 
folgt aus Nr. 69 a, , dasz die [{n — r') — r]-te Polare von m 
^*"/ef(*i^Y nach der r'-ten Polare von o' genommen durch 0 geht, und 
V *^&.V^asz gleichzeitig o auch ein Punct der r'-ten Polare von 0' ist, 
i/l'Vi^ ^ wenn diese nach der [{n — r') — rj-ten Polare von m genommeo 
' wird. Daher der Satz: 

Lehrsatz V. Geht die r'-te Polare 90n o' in Be%ug auf 
die r-te Polare von o durch den Puncl m, so geht die r'-te 
Polare von o' in Bemig atif die {n—r-^r^'-te Polare van 
m durch o. 

70. Tangenten vom Pol an die Grundcurve. Wir 
kehren zur Definitioo in Nr. 68. zurück. Nehmen wir den Pol 
a auf der Grundcurve selbst, so dass dieser also die Stelle ei- 
nes der n Puncte a|, a^^ Og, ....»Os vertritt, so ist der Punct 
0 der harmonische Mittelpunct des ersten Grades fiir jede be« 
liebige Transversale. F&llt nun die Transversale mit der Tan- 
gente in 0 zasammen, so gilt o für zwei der Puncte a,, o^, 
a^,\,,,, On- In diesem Falle wird aber nach Nr. 17. der har- 
monische Mittelpunct ersten Grades unbestimmt, und es ist 
erlaubt, jeden beliebigen Punct der Transversale dafür zu neh- 
men; diese ist daher in unserm Falle seihst der Ort der harmo- 
nischen Alittelpuncte ersten Grades > und darin liegt der Satz: 

Lehrsats VI. JHe gerade Polare {d,i, die letzte) einee 

*) Plücler, Ueber ein neues Cbortfinatougwlam. (fir«lles Joomal. 
T. 5. Berlin. Beiner. 1690. & 84). 
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Liegt der Pol nicht in der Grundcurve, aber die Transver- 
sale ist eine Tangente, so fallen zwei der Puncte «i, «2» 

,011 mit dem Berübrungspuncte zusammen. Dieser ist also 

nach Nr. 16. ein harmonischer Mittelpunct des (» — l)-teii Gra- 
des, also ein Punct der ersten Polare. Das gibt: 

Lehrsats VII. Die erste Polare eines beHeh^en Pm- 
'ctes seknetdet die Cfrundcurve in den BerUkrungspuneten 
der Tangenten, welche sieh van diesem Puncte aus an die 
Ouree legen ias%en* 

Die erste Polare ist von der (n — ])-ten Ordnung^, sie schnei^ 
det daher Cn in n(n — 1) Puncten. Es laszen sich also durch 
einen beliebigen Punct n{n — 1) Tangenten an die Grundcurve 
legen*;. Das liefert den Satz: 

Lehrsats VlU. Eine Curee der n^ten Ordnung ist im 
Allgemeinen von der ii(n— 1)-/«» Classe. 

7L Polaren eines Punctes der Grundcurve. Wird 
der Pol 0 auf der Fundamentalcurve selbst angenommen, so 
füllt fiBr jede Riehtnng der durch o gezogenen Transversale 
einer der Datehschnittspiincte «i, a^ mit e siisam- 

men. Es ist folglich nach Nr. 17. o ein harmonischer Mittel- 
ponct eines jeden beliebigen Grades des Systems Hi, a^ ^,-9 On 
für 0 als Pol, und es gehen demgemlss alle Polaren toii 0 
von der ersten bis zur («— iH^n durch diesen Punct 

Aber wir können noch weiter gehen. Ist nämlich die 
Transversale eine Tangente von C« in 0, so gilt dieser Punct 
für zwei zusammenfallende Durchscbnittspuncte, also auch nach 
Nr. 17. für zwei harmonische Mittel puncte eines beliebigen 
Grades, und damit ergibt sich der Satz: 

Lehrsats IX. Die Polaren aller Grade eines Punctes 
0 der Grundcurve berühren diese im Pole selbst. 



*) Poncelet, Solution . . . suivie cTnne theorie des polaires r^dproques 
etc. (Annales do Geryonnc^ t. 8., Isümcs 1817 — 1818, p. 214). 
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Amt dmelbeo Nr. 17. folgt tooch: 

Lehrsatz X. Die erste Polare eines Punctes o der 
Pundamentalcurve ist der Ort der harmonischen Mittel- i ^ > 
puncte des {n — '>)'ten Grades für den Pol o-^ttk^ ^ie n—l'^' , /' * 
Puncle, in denen Cn von einer veränderlichen Transver- ' 
sale durch o geschnitten wird. Die 7i(n—\)—2 Puncte, 
in denen die erste Polare von o Cn auszer dem Puncte o, 
in dem sich nach dem Obigen die Curven berühren, schnei^ 
det, sind die Berührungspuncte der durch o gelegten 
deneeiligen Tangenten von Cn» 



72. Einfiusz der vielfaclieri Puticte. Es habe die 
Curve Cn in d einen r- fachen Punct, es schneide also jede 
Gerade, welche durch d geht, die Curve in diesem Puncte 
r-mal, dann ist nach Nr. 17. d ein r-facher Punct für jede 
Polare dieses Punctes. 

Jede Tangente an die r Zweige der Curve Cn eehneldet 
dieee aber naeb Nr. 31. in r-|* l Penc^D, die mit 4 inaammeD- 
fallen> so daes für diese Tangenten als TransFersalen betrach- 
tet r-f>l Ton den Pvoeten a mit d zusammenfallen» und damit 
also d auch für r-|-l barmoniscbe Mittelpuncte eines beliebigen 
Grades flir d als Pol xu betrachten ist (M. s. Nr. 17^. Die r 
Tangenten von Cm im Puncte d berfibren also in ihm auch die r 
Zweige einer beliebigen Polare von if. 

Daraus folgt ferner noch« dasz die (n — ])-te, (it — 2)-te, 
(n — r-f l)-te Polare von d unbestimmt werden, und dasz 

die (n — r)*te Polare aus dem System der r Tangenten, das 

wir schon in Nr. 31. betrachteten, besteht 

Diese letzte Eigenschaft ergibt sich auch oflfenbar daraus, 
dasz, wenn man nach Nr. 68. eine 'J'angentc an einen der Zweige 
der Curve Ca in d als eine durch den Pol d gelegte Transver- 
sale betrachtet, r + 1 der Durchschniltspuncte a mit diesem 
Pol zusammenfallen, und also nach Nr. 17. jeder Punct dieser 
Transversale als harmonischer Mittelpunct r-ten Grades auf- 
gefaszt werden kann, dasz also folglich das Bflschei der Tan- 
genten an die r Zwe%e der Curve Cn den Ort der harmonischen 
Bfittelpnuete des r*t»a Grades in Besug auf d als Pol darstellt 
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73. Einflusz der vielfachen Puncte; Fortsetzung. 
Es sei 0 ein beliebiger Puuct in der Ebene der Curve Ch, die 
in d einen r-fachen Punct besitzt^ und die Gerade od gezogen; 
dann werden natürlich für diese Transversale r der Puncte a 
mit d zusammenfallen. Dieser Punct ist daher nach Nr. 16. der 
Ort für r — s harmonische Mittelpuncte des (n — ^)-ten Grades, 
9 '^r. Das liefert den Satz : 

Lehrsatz XI. Ein r-f acher Punct der Fundamental- 
Turve ist ein {r — s)-facHer Punct der s-ten Polare eines 
beliebigen Poles. 

a. SpecicUer Fall, wenn Cn aus n Geraden be- 
steht. Wir wollen das Vorhergehende auf den Fall anwenden, 
dasz Cn aus dem System von n Geraden besteht, die sich in 
d schneiden. Für Cn wird dann d ein n-facher Punct, und er 
ist folglich auch für die erste Polare eines beliebigen Poles 0 
fnr Cn als Grundcurve ein (n — ])-facher Punct. Diese Polare 
besteht also aus (n — 1) Geraden, die durch d gehen. 

Mit andern Worteft: Ziehen wir durch o eine beliebige 
Transversale, welche die n Geraden in a|, a^, 03, an schnei- 
det, bezeichnen wir ferner die harmonischen Mittelpuncte des 
(fi — l) ten Grades durch wii, m^, ^3, mn-i, so ist das Sy- 
stem der n — 1 Geraden 



nach Nr. 20. die erste Polare von 0. Nach Nr. 18. folgt nun 
aber ferner, dasz, so lange der Pol 0 sich auf einer Geraden 
bewegt, die durch d geht, diese erste Polare stets dieselbe 
bleibt. 

Fallen von den n gegebenen Geraden s in eine einzige da 
zusammen, so fallen auch nach Nr. 16. s — l harmonische Mittel- 
puncte des (n — l)-ten Grades mit a zusammen, und es reprä- 
sentiert daher da, was auch o sei, n — 1 der Geraden dm. 

b. Polare eines Winkels. Für n = 2 erhält man den 
speciellen Fall: 

L e b r s a t z Xil. Ist die Fundamentalcurve aus twei Gera- 
den d(ai, 02) zusammengesetzt , so ist die Polare eines 



♦ • • « . , 
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Pimeie$ o In Bemtg amf Me bMen 9e§ebenen Gerade» 4er 
SM do vegeordnete karmoniecke Stral, Fallen beide Gerade 
uuammen, so flUU auch die Polare mit ihnen wueammen 
ßr Jeden beUeOigen Punet als FoL 

Die soeben definierte Polare zweier Geraden nennt man die 
Polare pon o ßir den Winkel «iifa^. 



74. Elnflnsa der Tielfaeben Pvnete; Seiilaez. 
Wir wenden ans wieder aar Betraciitung einer beliebigen Curve 
€m, die in d einen r-facben Punct besICat Ist o ein beliebiger 
Pol, so gebt seine erste Polare naeh Nr« 73. (r— ])-nial durch 
d, und die r Tangenten von \n,d bilden die (n^— r)-te Po* 
lare des Pnnctes d sellist Dem analog bilden natflrlicb die 
(r— 1) Tangenten Im Pnncte d an die erste Polare von o die 
[(»— 1)— (r — ])]-te Polare von d in Bezug auf die erste Po* 
lare ven e, oder auch» was dasselbe ist» naeb Nr. 60tf. die 
erste Polare von o in Besug aaf die (n— rHe Polare von d* 
Betrachtet man nun noch Nr. 73«., so hat man den Sats: 

Lehrsatz XIII. Hai die Pundamentalcurve einen 
r-fachen Punct d, so bilden die r — I Tangenten, die man 
von d an die erste Polare eines beliebigen Punctes o le- 
gen kann, gleichzeitig die erste Polare von d in Bezug auf 
das BUsehel der r Tangenten der PundamenitUeuroe in d. , 

a. Folgerung 1. Hieraus folgt mit Bezug auf Nr. 73a. 
dasz alle ersten Polaren der Puncte einer Geraden, weicbe durch 
d gebt^ In diesem Puncte dieselben Tangenten haben. 

b. Folgerung 2. Fallen auszerdem e der Tangenten 
Cn im Puncte d in eine einzige Gerade znsammen, so ist nach 
Nr. 73a. diese auch (« — I)-mal Tangente an die erste Polare 
von Ot folglich repräsentiert dann d nach Nr. 32. r{r—\)-\-s — 1 
Durchschnittspuncte der Curve Cn und der ersten Polare. Da 
also die Zahl der noch übrigen Durchschnittspuncte gleich 
n(fi— 1)— r(r — 1)— — 1) ist, diese Zahl aber nach Nr. 7Ö, 
ausdrückt, wieviel Tangenten sich durch o an die Fundamen- 
talcurve legen lassen, natürlich vorausgesetzt, d sei der einzige 
vielfache Pnnct» so kOnneo wir folgenden Sati ansfprecbto: 
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Lehrsatz XIV. Hat die Pundammtalcurve einen 
r-fachen Punct, mit s zmammenfaHenden Tangenten, »0 
wird dadurch die Classe der Curve um r(r — l)-f''-l 
Einheiten vermindert. 

c. Folgerung 3. Diese allgemeioe Eigenscliaft llsst sich 
flir rss2. #sl und rss% #ss2 nach Nr. 73 Ö, folgendermaazen 
fassen: 

Lehrsatz XV, Hat die Fundamenlalcurve in d einen 
Doppelpunct, so geht die erste Polare eines beliebigen Po- 
les durch d, und berührt in diesem Puncte den zu do 
in Beiug auf die beiden Tangenten der Grundcurve in d 
%ugeordneten harmonischen Stnü. 

Lehrsats XVI. let ä ßr M Plm4ame»UUeurve ein 
RSdtkekrpunet, eo gekt die erete Mate Jedee Punetee durch 

d, und berUkrt daeelöet die BBeltkekrtangente der ffeg^e* 
nen Curve, 



Die erste Polare von o schneidet demgemäsz Cn auszer in 
d in noch n{n — I) — 2 oder n{n — 1) — 3 Puncten, jenachdem 
d einen Doppelpuuct oder eine Spitze bildet Folglich gilt der 



Lehrsatz XVII. JHe Ctaeae einer Curve erniedrigt 
Hek um »wei Einheiten fUr jeden Doppelpunet und 
um drei Einheiten ßrjede 8pit%e% 

d, Folgernng 4. Für ein heliebiges r und #=sl ent- 
steht: 

Lehrsatz XVIIL Hat Cn einen r-fachen Punct, mit 
r verschiedenen Tangenten, so erniedrigt sich die Classe 
der Curve um r(r — 1) Einheiten, das heiszt, ein r -fachet 
Punct fnit r verschiedenen Tangenten hat dieselbe Wir' 
kung, als hätte die Curve ir(r — 1) Doppelpuncle» 

Dies gewinnt grosze Evidenz, wenn man beachtet, dass 
der gemeinschaftliche Durchschnittsponct von r Zweigen einer 



*) Plüther, Solution cttiM qnuHoH fcndamentok eoneememt la ASark 
ffinürah du eourbe«. (firelle» JonnuL T. Ifi, IBeriin, Beimer. 1884. p. 107). 



i 



Sats: 
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C«m eigentlich j0»-0lf tod ir(r^l) Doppelpaoeteitia^ welche 
ans deo Dorchschnitten der r Zweige in zwei und swei eot- 
eteben. 

Haben nun noch s der Zweige eine gemeinschaftliche Tan- 
gente, 80 entstehen durch Corobination jedes dieser Zweige 
mit dem folgenden s — 1 Spitzen. Jede andere Combination 
der sämmtlichen Zweige zu 7.\\e'\ gibt einen gewuhniichen Dop* 
pelpuuct, und das liefert den iSatz: 

Lehreafs XIX. Ein r-faeher Punei mit # mumimm- 
fttUenden Tangenten vermindert die Claaee einer Cwrve 
um eben soviel Einheiten, ale ir(r^l)— («— 1) Doppel- ' 
puncle und 8pit%en %u9ammengenommen. 

/ 

75. Der Satz von Maclaurin. Sind a und h die beiden 
harmonischen Mittelpuncte des ersten Grades für die beiden ^^t' 
Systeme von Puncten 

Ol» «t» ••••* A»; 

^1» ^a» ^a* ••••» ^«» y 

In denen die FuDduittentalcaire d darch awel Tranarmalen 
geschnitten wird, welche dnrcb den Pol o gehen, so ist die 
Gerade al> die letste Polare von Legt man nun durch die 
Pnncte <ii> 0%, a^y db und b^, b^, 6n eine zweite 
Cnrre der ii-ten Ordnung Ca» so ist die Gerade al^ auch in 
Bezng auf Cm die Polare von so dasz, wenn wir jetzt die 
beiden Transversalen on^Os"**^" "i^d o^i^a..*.^ sich einander 
ODeodlich nShern laszen, der Satz entsteht: 

Lehrsatz XX. Berühr eii sich zwei Curven der n-ten 
Ordnung in n Puncten, die in gerader Linie liegen, so 
hat jeder Punct dieser Geraden für beide Curven dieselbe 
gerade Polare *). 

Als zweite Carve inma mn das System der n Tangenten 
der Gurre Cn in den Puncten betrachten: 
dann geht der obige Satz über in: 




*) iSa^moii, A treatiat on ih» higher plam cMrvtt, Dublin M2t p.54. 
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Lehrsatz XXI. Ein Pol, der mit n Puncten einer 
Curve n-ter Ordnung auf derselben Geraden liegt, hat 
sowol in Bevug auf die Curve, als in Bezug auf ihre Tan- 
genten in den n gegebenen Puncten dieselbe gerade Polare. 

Das Letztere läszt sich nach Nr. IL auch so aussprechen: 

Lehrsatz XXIL Legt man eine zweite Transversale 
durch den Punct o, und schneidet diese die Curve in den 
Puncten c,, c^, Ca, — , c«; die n Tangenten aber in t^, t^t 
t^f", tu, so existiert immer die Relation 

OC, ^ OCa ^ 0^8 öc„ ~ Ot^^ Ot^^ Ot^^""^ Otn ^' 

76. Der Satz von Cayley. Es seien n Gerade X^, A^^ 
A^, ....,An und ein Pol o gegeben, alle natürlich in einer Ebene. 
Es 8ei ferner Pr die gerade Polare von o in Bezug auf das 
System von n — 1 Geraden 

i^l» A^f A^t . • , Ar—\, Ar^\, • • • • , An » 

als Ort der {n — ])-ten Ordnung betrachtet, und ar der Punct, 
in dem Pr die Gerade Ar schneidet, dann ist dem Satze in 
Nr. 15. gemäsz ar der harmonische Mittelpunct des ersten Gra- 
des des Systems der n Puncto, in denen die n gegebenen Gera- 
den von der Transversale oar geschnitten werden, für o als Pol. 
Das gibt den Satz: 

Lehrsatz XXIIL Sind n Gerade und ein Pol o gege- 
ben, so liegt der Punct, in dem eine beliebige dieser Gera- 
den die gerade Polare von o für die andern n — 1 Gera- 
den schneidet, auf der geraden Polare von o ßr alle 
n Gerade**). 

Aus diesem Satze folgt für f} = 3: 

Lehrsatz XXIV. Die gerade Polare eines Punctes in 
Bezug auf die Winkel eines Dreiseits schneiden die Gegen- 



♦) Maclauritiy a. a. 0. p. 201. 
**) Cayley, Sur quelques thioremes de la g^om€(rie de position. (Grel- 
les Joamal. T. 34. Berlin, Reimer. 1847. p. 274). 
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Seiten in drei Puncten, die in gerader Linie liegen, und 
ztpar auf der geraden Polare des gegebenen Punctes in 
Bezug auf das Breiseil, als Ort der drillen Ordnung auf" 
gefas%t, 

und amgekelirt: 

Lehrsatz XXV. Werden die drei Seilen bc, ca, ab 
eines Dreiecks abc von einer Transversale bezüglich in 
den Punclen a% b\ c' geschnitten, und sind c, der 

Reihe nach die conjugierten harmonischen Puncte von a', 
b\ c* bezüglich der Punctpaare b, c; c, a ; a, b, so schnei' 
den sich die Geraden aa^, bby, cci in demselben Puncte, 
dem Pole der Transversale, 



77. Carvenbuschel aus den ersten Polaren der 
Puncte einer Geraden. Die ersten Polaren zweier belie- 
biger Puncte 0 und o' für eine gegebene Curve Cn schneiden 
s^ch in (II — 1)^ Puncten« deren jeder nach Nr. 69a., da er in 
beiden ersten Polaren liegt, eine gerade Polare besitzt, die 
sowol durch o als durch o* gebt. Folglich entsteht der Sets: 

Lehrsatz XXVL Eine Gerade ist die Polare von 
verschiedenen Puncten, welche 4ie Bur^uekatttt^mi^ 
der ersten Polaren weier be§UM$er Ihrer Fm^ ektd* 

Oder auch: 

Lehrsatz XX VII. Die ersten Polaren aller Puncte ei- 
ner Graden bilden ein Curvenbilschel, das durch dieeelhen 
. (n — I)« Puncte geht *). 

a. Zahl der Polaren, welche alle andern bestim- 
men. Dieser Eigenschaft gemäsz haben alle ersten Polaren, 
welche durch einen Punct o gehen, noch (n— •!)• — 1 Puncte 
gemein, das heiszt sie bilden ein Curveobüscbel, deszen Basis 
aus den (n — 1)* Polen der geraden Polare von O besteht. Durch 
iwei Pnncte o und & geht nur eine erste Polare > und svrar 



(AiUMlM de Qergonnt %,\%. »kmM 18S7^18S8. p.97> 
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diejenige, deren Pol der Durchscbnittspunct der geraden Po- | 
laren voo o und o' ist. 

Es genügen folglich drei erste Polaren um alle andern zu ^ 
individualisieren. Denn sind drei erste Polaren (7', C", C" 
gegeben» deren Pole nicht in gerader Linie liegen, und verlangt 
man diejenige zu beschreiben, welche durch zwei gegebene 
Puncte o und o' geht, so löst sich diese Aufgabe folgender« 
maszen. 

Die beiden Curven C und C" bestimmen ein Curvenbüschel. 
Ebenso bestimmen die Curven C und C*" ein solches. Die 
beiden Curven, welche bezüglich zu diesen beiden Büscheln 
gehören und durch o gehen, individualisieren ein drittes Curven- 
büschel; die Curve dieses Büschels nun, welche durch o' geht, 
ist offenbar die gesuchte. 

b. Einflusz eines den drei gegebenen Polaren 
gemeinschaftlichen Punctes. Gehen drei erste Polaren, 
deren Pole nicht in gerader Linie liegen, durch denselben Punct, < 
so ist dieser auch allen übrigen Polaren gemeinschaftlich, also 
für die Fundamentaicurve nach Nr. 73. ein Doppelpunct. Seine 
gerade Polare ist daher nach Nr. 72. unbestimmt, da sie nach 
Nr. 69 ö. durch jeden Punct der Ebene gelegt werden kann. 

78. Doppelpuncte der Polaren. Die r-te Polare eines 
Punctes 0 möge einen Doppelpunct o* haben, so dasz also nach 
Nr. 73. die erste Polare eines beliebigen Punctes die r-te 
Polare von o als Grundcurve betrachtet, durch O' geht, dann 
wird auch, dem Satze in Nr. 69<f. gemäsz, die erste Polare 
von m, die (» — r- — l)-te Polare von o' als Grundcurve ange- ^ 
nommen, durch 0 gehen; auszerdepi wird nach Nr. 69a.} die t t't 
(r+l)-te Polare von o durch o' gehin und o auf der (n— r— 1)- ^ 
ten Polare von o' liegen. Aus Nr. 776 folgt dann: 

Lehrsatz XXVIIL Hat die r-te Polare von o einen 
Doppelpunct in o', so hat umgekehrt die (» — r — \)'ie Po- 
lare von 0' einen Doppelpunct in o*). \ 



*) Steiner, Allgemeine Eigenschaßen der algebraischen Curven. (C^el- j 
les Jouraal T. 47. Berlin. Reimer, 1853. S. 4). 
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Hat z. B. die emte Polare von o einen Doppelpunct o', so 
ist die conieche Polare von & das System zweier Geraden, die 
sieli in 0 selineideo, und nmgekehrt. 

«. Riickkebrpnnete der Grundearve. Hat die gege- 
bene Cnr^e Cm einen Rfielcl^eiirpnnet d, so I9st sieli die eonisehe 
Polare dieses Punetes naeh Nr. 72« in zwei Gerade auf, die 
beide mit der Tangente von C» In d xosammenfallen. Jeder 
Pnnet m dieser Taogente kann also als ein Doppelponet der 
cooischen Polare von ä angeseben werden» so dass d ein Dop- 
pelponet der ersten Polare von m ist. Das liefert den Satz: 

Lehrsatz XXIX. Hai die FundametUaiewrve eine 
Sfpii»e, so geht die erste Polare eines beliebigen Punetes 
der RäckkeArtangente mseimal durch den Rßekkekrpunet. 

Diese ersten Polaren^ für welche d ein Doppelpunct ist, 
bilden nach Nr. 77 a. ein Curvenbüschel. Es sind daher unter 
ihnen nach Nr. 48. zwei, für welche d eine Spitze bildet. Nach 
Nr. 72. ist nun eine dieser beiden Polaren diejenige, für welche 
d selbst der betreffende Pol ist. 

ö. Weitere Folgerongen. Es sei o' ein Doppelpunct 
der s-ien Polare eines Pnnctes m in Bezog auf die r-te Polare 
eines andern Punetes o als Fnndamentalenrve, das faeiszt nach 
Nr. 69 c., es gehe aneb die r-te Polare tob o In Bezug auf 
die #-te Polare yon m als Grondeorre zweimal dnreh if, dann 
folgt, wenn wir anf die #-te Polare ¥on m den fiSr die Corvo 
Cm InNnTS. bewiesenen Satz anwenden, dasz die [(n-«)-r-l]-te 
Polare Ton & in Bezng anf die #-te Polare von m als Gmnd- 
enrve in o einen Doppelpunct besitzt. Das gibt den Satz: 

Lehrsatz XXX. Ilal die s-te Polare von m in Bezug 
auf die r-te Polare von o einen Doppelpunct in o\ so 
hat umgekehrt die s-te Potare von m in Be%ug avf die 
<i» — r—s — l)-te Polare von o' in o einen Doppelpunct» 

79. Rfiekkebrpnnete der Polaren* Hat die r-te Polare 
von 0 in 0' eine Spitse» so geht nach Nr, 78. die (n— *r«— l)*te 
Polare von sweimal dureh o, Bezelebnen wir noo durch m 
einen beliebigen Pnnet der Mekfcehrtangente der r-ten Polare 



Digitized by Google 



112 



Zweite» CapüeL 



von o im Ruckkehrpuncte O*, so hat nach Nr. 78a. die erste 
Polare von m bezogen auf dieselbe r-te Polare von o als Grund- 
curve in o' einen Doppelpunct, und es geht derogemäsz nach 
Nr. 78^. die erste Polare von m, die (n — r — 2)-te Polare von 
o* als Grundcurve betrachtet, zweimal durch o, 

Setst man noch r=s 1« so folgt dor Sate: 

Lehrsatz XXXI. Hat die erste Polare von o eine 
Spitze in o', so hat Jeder Punct der Rückkehr tangente, auf 
die cubische Polare als Grundcurve be%0(jen, zur comschen 
Polare ein Paar sich in o schneidende Gerade*). 

Es ist nun augenblicklich klar, dasz jede dieser beiden 
Geraden die andere bestimmt, das heiszt, alle zusammengehö- 
rigen Paare von Geraden bilden eine quadratische Involution, 
und folglich miiszen auf der Ruckkehrtangente zwei Puncte 
existieren, von denen jeder als conische Polare ein Paar in eine 
Gerade, die durch 0 geht, zusammenfallende gerade Linien bat» 
die cubische Polare von o' als Grundcurve angesehen. 

Der pQDct o ist ein Doppdpiioct fiir jede conisehe Polare 
eines Panctes m der RfielcicebrtaiigeDte fiir die cubisciie Polare 
TOD & als Grondconre» vod deshalb ist vnigekebrt nach Nr. 78. 
m ein Doppelponet der conisehen Polare Toa o naeh der cnb^ 
sehen Polare ?on & als €hrandciirTe. Das gibt den Safs: 

Lehrsatz XXXII. Die Gerade, welche die erste Polare 
von 0 im Rückkehrpuncte o' berührt, ist, als das System 
zweier zusammenfallender Geraden betrachtet, die conische 
Polare von o in ßes^g auf die cubische Polare von o' als 
Grundcurve, 

Die Doppelstralen der obigen Involation mSgen die Rfickkdir- 
tangente In und 0^ schneiden. Nun Ist Ox ein Doppeipnnct 
sowol der conisehen Polare von o» Immer auf die cnbisehe Po- 
lare von 0* als Grundcurve bezogen, als flir die conisehe Polare, 
die durch oo^ dargestellt wird, und die eonische Polare ?on O/ 
hatrnach Nr. 78. einen Doppelponet In 0 und einen anreiten auf 



*) Unter gerader, eonuetcr «nd eiAudutit JMate rtaHiAin. «ir beiftglioh 
die bttttf tmrkiae und vorvarbbu More, die xeip. eine g»ad» Lbuit ein«D 
KegeUMU und «ine Qtne dmr driUm Ordmmg nprlMnUeien. 
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OiO^i das heiszt, sie ist das System zweier zusammentallender 
Geraden. Es bilden als oo.^ und oOi für sich die coniscben 
Poiaren der Puncte Og ond o^, und darin liegt der Satz: 

Lehrsat s XXXIII. ffai die erste Fokare von o einen 
Büeütekrpunet so gibt es auf der BÜekkehrtangenie Mwei 
Pimete Oi und o^, welche wusammen mit o ein Dreieck 
bilden, desaen Seiten, als Je %»ei wusammenfallende Gerade 
betrachtet, dU eonisehen Polaren ihrer QegenseheUet dar* 
stellen ßr die eublsche Polare von & als Orundeurve* 

80. Charakteristische Eigenschatten der Wende- 
puncte. Wir betrachten jetzt eine Wendetangente der i^e<ie- 
benen Curve Cn und ihren Beriihrungspunct oder den Wende- 
punct I. Nehmen wir den Pol o aut der Wendetangente und 
betrachten diese, wie nach Nr. 68. erlaubt ist, als Transversale, 
so sind von den dort betrachteten Puncten a nach Nr. 29. drei 
im Wendepuncte t* vereinigt Dieser ist damit nach Nr. 16. der 
Ort für zwei harmonische Mittelpuncte des (it — l)-ten Grades 
und für einen aolchen des (n — 2)-ten Grades; folglich geht 
die erste Polare von o durch i und berfibrt in diesem Puncte 
Cn, und die zweite Polare von o geht ebenfalls durch i. 

Da somit durch i die zweite Polare eines jeden Punctes o 
der Wendetangente geht, so masz nach Nr. 69a. die conische 
Polare von i alle Puncte dieser Tangente enthalten« das heisst : 

Lehrsatz XXXIV. IHe conische Polare eines Wende'' 
punetes besteht aus wei Geraden, deren eine die Wende" 
tangente selbst ist. 

Ist i' der Durchschnittspunct der beiden Geraden, welche 
die conische Polare des Wendepunctes i bilden, so hat nach 
Nr. 78. die erste Polare von i' in i einen Doppelpunct; das lie- 
fert den Satz: 

Lehrsatz XXXV. Ein Wendepunct einer Curve ist ein 
Dofpe^ßunct ßr jede erste Polare einis Punetes der Wen- 
detangente. 

Liegt ein Punct p auf der Curve Cn und hat derselbe als 
conische Polare ein System von zwei Geraden, so ist er ent- 
weder ein Doppelpunct oder ein Weodepunct der gegebenen 
Crnmvnat Bkan» Curvem, 8 
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Curve. Deiin^ entweder pehen beide Gerade durch p, und die 
gerade Polare des Ptinctes wird daher unbestimmt, dann ist 
p ein Doppelpunct der Curve; oder eine einzige der beiden 
Geraden geht durch p, und ist dann nach Nr. 71. Tangente der 
Curve in diesem l*uncto. Dann gehören alle Puncte dieser 
Geraden sowol der (n— l)-ten, als der {fi — 2)-ten Polare von 
p an, folglich geht die erste und die zweite l*o!are jedes Pun- 
ctes dieser Geraden durch p, was nach iNr. ](>. nur niöfiÜLh ist, 
wenn diese Gerade mit der gegebenen Curve in p eine drei- 
punctige Berührung eingeht 

81. Einhü Monde der geraden Polaren der Puncte 
einer gegebenen Curve. Nach dem Vorhergehenden ent- 
spricht jedem Puncte der Ebene der gegebenen Curve Cn eine 
gerade Polare. Dem analog stellen wir nun die Frage: 

Wenn der Pol sich auf einer Gurre Cm der ift-ten Ordnung 
bewegt, TOD welcher Classe ist dann die Einhällende der gera- 
den Polareo dieses Pooctes? das heisst wieviel.gerade Polaren 
gehen durch einen hellebigen Punct 0, wenn die Pole aller 
dieser Polaren auf Cm liegen? 

Nun liegt nach Nr. 69a., wenn die gerade Polare durch o 
geht, der Pol auf der ersten Polare von O, die Cm in m(n—l) 
Puncten schneidet. Diese Puncto sind nun natürlich die einzi- 
gen Puncte der Curve Cm, deren gerade Polaren durch o gehen, 
und damit haben wir den Satz: 

Lehrsatz XXXVI. Bewegt sich der Pol auf einer 
Curve der m-len Ordnung, so werden die geraden Polaren 
von einer Curve der m{n — l)-ien Classe umhüllt. 

a. Die gegebene Curve ist eine Gerade. Furm=l 
entsteht: 

Lehrsats XXXVIL nurelUäuft der Pol eine Gerade 
R, 90 ist die EfnhüUende der geraden Polaren eine Carve 
der (II— Ciasee. 

b, Einflnss eines Tlelfachen Punctes. Bat die Fun- 
damentaicurve einen r-rachen Punct d, so geht die erste Polare 
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von 0 nach Nr. 73. (r — 1)-mal durch d. Folglich schneidet, 
wenn auch R durch diesen Punct gebt, die erste Polare diese 
Gerade noch in (n — ]) — (r — 1) Puneteo. Die Classe der ge« 
sachteo Einhüllenden Ist also in diesem Falle r. 

e, r-facher Panet mit « zusammenfallenden Tan- 
genten. Haben ausserdem # Zweige von C« in if eine ge* 
meinschaftlielie Tangente» so bertlhrt dieselbe In diesem Puncto 
naeb Nr. 74. # — 1 Zweige der ersten Polare von o. Ist daber 
Jt diese Tangente, so bleiben noch — (r— 1) — 

Dnrcbsehnittspnncte derselben mit der ersten Polare von o 
übrig, und die Classe der Einhflilenden ist in diesem Falle nur 



82. Ei iihüllendc Polaren. Wie die Theorie der harmo- 
nischen Mittelpuncte eines Systems von Puncten einer Geraden 
zur Grundlage der Theorie der Polaren bezoji^en aiü eine Grund. 
Gurve dient, so führen die Eigenschaften der harmonischen 
Axen eines Büschels von Geraden, die von einem Puncte aus- 
gehen (M. 8. Nr. 11). und iNr. '20.), auf die Begründung einer 
analogen Theorie der einhüllenden Polaren in Bezug auf eine 
Fuodamentalcurve von bestimmter Classe. 

Ist JT eine Curve der jn*ten Classe, R eine Gerade in ibrer 
Ebene, und sieht man von einem Puncte p der Oeraden ü die 
m Tangenten au It, so werden die harmonischen Axen des 
Men Grades des Systems dieser m Tangenten fUt die Gerade 
il, wenn p sich auf J? bewegt, von einer Corvo der r*ten Classe 
umhüllt Die Gerade M gibt also m— 1 einhüllenden Polaren den 
Ursprung, deren Classen mit m~l anfangen und mit l^scblieszen. 
Die umhüllende Polare der höchsten Classe berührt die Tan- 
genten an K in den Puncten, die diese Curve mit R gemein bat, 
daher schneidet Jt die Curve K in 1) Puncten, und es gilt 

folglieh der Sats: 

ijelirs.itz XXXVIII. Eine Curve der m-ten Classe ist 
im Allgemeinen von der m{m — \yien Ordnung* 

Diese Ordnung erniedrigt sich aber um zwei Einheiten für 
jede Doppeltaogente und um drei Einheiten filr jede Wende« 
tangente der Fnndamentaicurve, o. s. w., u. s. w. 
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Sfttae Üher eurwenafgiea^ 

83. Ort der Unrchschoittspancte der .entsprechen- 
den Curven sweier projeetivlecher Reihen. Wir haben 
in Nr. 34. den Ansdrnek Reihe von Curven definiert Man nennt 
nnn iwei Bethen von Cnrven prttfeeiMeek» wenn einem belie- 
liigen, aller gegebenen Cleeetze gemliea einer jeden Cnrve der 
ersten Reihe dne ebsige Cnrve der sweiten entspricht und 
nmgelcehrt. 

Wir beantworten zuerst die Frage, von welcher Ordnung 
ist der Ort der Durchschnittspuncte der correspondierenden 
Curven zweier projectivischer Reihen bezuglich von der w-ten 
Ordnung und dem Index m und der n-ten Ordnung und dem 
Index N? Wir können diese Frage auch dahin faszen. Wieviel 
Puncto gibt es auf einer beliebigen Geraden, durch welche je 
zwei entsprechende Curven hindurchgehen? 

Zur Beantwortang derselben sei a ein beliebiger Pnnet der 
Transversale, durch den v Curven der ersten Reihe hindurch- 
gehen. Die M entsprechenden Curven der sweiten Reihe schnei- 
den nnn die Transversale in u,n Puncten af» Nehmen wir da- 
gegen einen beliebigen Punct a' der Transversale, durch den 
V Curven der zweiten Reihe gehen, so schneiden die entspre> 
chenden v Curven der ersten Reihe die Transversale in n.m 
Puncten a.^ Jedem Puncte a entsprechen daher M.n Puncto tf* 
und jedem Puncte a' v.m Puncte a; beziehen wir nun die 
Puncte a and af auf denselben Anfang O, der beliebig auf der 
Transversale angenommen werden kann, so besteht unter den 
Abschnitten Oa und oa' eine Gleichung, die für oaf vem M.il-ten, 
fär Ott von H.m-ten Grade ist. Läszt man daher a mit af zu* 
sanmenfallcn , so ist die Gleichung für die Abschnitte Oa vom 
(K.it-f i9*^)*ten Grade, das beiszt auf der Transversale liegen 
ü.n-i-v.m Puncte des gesuchten Ortes. Hieraus erhält man 
das allgemeine Theorem*): 



*) Jott^etire«, TJUbrtaef g^n&aitx tte» p. 117. 
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Lehrsatz I. Der Ort der Durchschnittspuncte der 
entsprechenden Curven ziceier projectiviacher Reihen be- ^ 
%üglich von der m-ten Ordnung und dem Index m und 
und von der n-ten Ordnung und dem Index ist im All» 
gemeinen höchstens von der {vi,n-{-n,m)'ten OrdMung, 

Wir sagen ,Jm Allgemeinen kffekgiemf*. weil TeracMedene 
Umsande die Ordonug der resultierenden Curre erniedrigen 
kSnoen. Z. B., wenn die beiden Reihen singuläre correspon- 
dierende Elementepaare eiitlialten. Die Gr08xeM.ii-|-n.inniasi 
man also vielmehr als eine obere Grenze betrachten, wie als 
eine absolute Zahl. Im Folgenden Nr. III äis werden wir 
hierzu in der Theorie der Kegelschnitte bemerkenswerte Bei- 
spiele betrachten*). 

a. Fol^erong für die Tangenten der Curven zweier 
Reihen. Für M = if = l erhält man aus diesem Satze das in 
Mr. 50. für den Ort der Durchschnittspuncte der entsprechenden 
Curven zweier Curvenbüschel bewiesene Theorem wieder. Im 
Falle hat man den äatz: 

Lehrsatz II. Entsprechen die Tangenten einer Cnree 
M'ter Claeee den Tangenten einer andern Curee der V'ten 
Claeee preijeeUHseh, eo ie$ der Ort der Jhtrekeeknttte' 
punete Je %weier hmnotoger Tangenten eine Oaree der 
(M-f Ordnung, . 

b. Einhüllende der Verbind ungsgeraden entspre- 
chender Punete zweier Curven. Analog kann man den 
folgenden Satz beweisen, den man aber auch aus dem oben 
gegebenen mittelst des Princips der Dualität ableiten kann: 

Lehrsatz III. Enteprieht einem Jeden Punete einer 
Curee der n-ten Ordnung, einem beliebigen Qee^tae gemäoB, 
ein eUmtger Punet einer andern Carve der m-ten Ordnung, 
und umgekehrt, eo wird die Oerade, welche wwei homologe 
Puncto beider Curven verbindet, von einer Curve der 
(m4-vH0» Claese umhüllt, 

♦) Man sehe nuch einen Brief Jonquteres' an den Verfaszer im 
Giomale di Maiernattche ad uso etc., Napoli 1863, p. 128., soy, iQ Bemerhaigei} 
über Curveureihen von beliehiijem Index voa Cr. Baitaglinu (firunerts 
Archiv T. XLI. Heft L S. 26). 
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84. Polaren eines Punctes in BeziiuaufdieCurven 
einer Reihe. Von welchem Index ist die Reihe der r-ten 
Polaren eines Punctes o, die Curven einer Reihe der n-teD 
Ordnuni^ und vom Index w als (^rundcurven angesehen? das 
heiszt, wieviele von diesen Polaren gehen durch einen beile- 
gen PuDct, z. B. etwa durch den gegebenen Pol o selbst ? 

Offenbar geben nur diirjenlgen Polaren darcb o, deren Fnn> 
damentaleonren der Reibe sieb in o ncbneiden. Da diesen nieht 
mebr als n eind, so beben wir den Satas 

Lehrsatz IV. Die r-ten Polaren eines beliebigen Pun- 
ctes in Bezug auf die Curven der n-ten Ordnung einer 
Reihe vom Index n bilden eine neue Reihe ebenfalls vom 
Index s, aber von der (n~r)-(en Ordnung, Die ueette 
Reihe ist der ersten projecticisch. 

a. Antvendung auf ein Curvenbüschel. Für n=1 
entsteht: 

Lebrsats V. Die r-ten Maren eines Punetes beaogen 
muf die Cvrven einee CurvenMisekels Mden ein neues, 
dem ersten prtitfeeiiviseAes Curvenbiksckei*) 

b. Anvvenduiii; auf die geraden Polaren einer 
Reihe. Ist r=n — 1, so entsteht der Satz: 

Lebrsati VI. Die geraden Polaren eines Fanetes in 
Bemtg a»f die Carven einer RMe vom Indes n werden 
van einer CUrve der H-ten Classe umhUiU, 

Anwendung anf die geraden Pelaren einee*Bfi- 
ecbels. Hieraus erbalten wir wieder, wenn wir ns=l setsen: 

Lehrsatz Vü. Die geraden Polaren eines gegebenen 
Punctes in Betrug auf die Curven eines Büschels schnei-- 
den sich in demselben Puncte und bilden ein dem Curven- 
büschel projeeiivisehes StralenhOsekel, 

85. Curven einer Reihe, die von einer gegebenen 



*) fi ohillit' r, Recherches sur Ics iois gui r^gissent les liynes ttc. (An* 
nales de Gergonue, t. 18, Kismcs 1827 — 1828, p. 256). 
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Geraden berfihrt werden. Wir wollen jetzt die Reibe nSher 
betrachten, welcbe nacb Nr. 84. dureb die ersten Polaren eines 
Pnnctes o bezogen auf die Cnr?en einer Reibe der n-ten Ord- 
nung and vom Index m gebildet wird. Nacb Nr. 70. sind nun 
belcanntlicb die Uurcbscbnittspuncte einer der Gnrven der fi-ten 
Ordnung mit ihrer entsprechenden ersten Polare die Berfibrungs- 
poncte der durch 0 an dieselben gezogenen Tangenten. Wen- 
den wir daher, da beide Reiben projeetivisch sind, auf sie den 
allgemeinen Satz von Jonguieres in Nr. 83. an, so ergibt 
sich das neue Theorem: 

Lehrsatz VIII. Zieht man von einem Puncte o die 
Tangenten an alle Curven einer Reihe der n-ten Ordnung 
vom Index n, so liegen die Berührung spunde im Allge- 
meinen alle auf einer Curve höchstens von der n(2«— 1)- 
ten Ordnung, 

Da der Punct 0 auf n Curven der Reibe liegen rouss, so 
wird der Ort der BerCibrangspunete natfirlicb H-mal durch die- 
sen Punct geben und dort die Tangenten der obigen v Curven 
beriihren. Jede Gerade durch o schneidet daher diesen Ort 
noch in — 1) Puncten, und es gilt also der Satz: 

Lehrsatz IX. Unter den Curven einer Reihe n-ter 
Ordnung und vom Index n berühren im Allgemeinen höch- 
stens je 2k(»— 1) eine beliebige gegebene Gerade. 

Fflr M = 1 kommt man auf den Satz in Nr. 49. zurack. 

86. Ort der Pole einer Geraden in Bezug auf die 
Curven einer Reihe. Welches ist die Ordnung des Orte^ 
eines Punctes, für welchen eine gegebene Gerade in Bezug auf 
alle Curven einer Reihe der n-ten Ordnung und vom Io4,ex v 
die gerade Polare darstellt? 

Wir l)rauchcn zur Beantwortung dieser Frage nur die Zahl 
der Puncte zu kennen, die auf einer beliebigen Transversale, 
z.B. auf der gegebenen (leraden selbst, diese Eigenschaft be- 
sitzen. Auf dieser Geraden können nun nur diejenigen Pole 
liegen, in denen dieselbe irgend eine Curve der Reihe berührt; 
beachteu wir daher noch den letzten Satz, so erhalten wir 
hieraus: 
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Lehrsatz X. Der Ort der Pole einer Geraden In Be^ 
%ug auf die sämmtlichen Curven einer Reihe der n-ten 
Ordnung rotn Index v ist im Allgemeinen eine Cime käel^ 
etene tan der ^{n^lyten Ordnung* 

Ist N = 1, 60 gehurt ein Punct a, in Gemäszheit des Satzes 
in Nr. 84c., dem fraglichen Orte an, wenn seine geraden Pola- 
ren in Bezug auf die gegebenen Curven sich sSmmtlich in ei- 
nem Punete b der gegebenen Geraden schneiden. In diesem 
Falle gehen aber nach Nr. 09 a. die ersten Palaren von b durch 
a, und damit ergibt sieh der Satz*): 

Lehrsatz XI. Die ersten Polaren eines Punctes in 
Bewug auf die sämmtlichen Curven eines Curvenbüschels 
n-ter Ordnung bUden ein neues CurvenbäecAei. Durck' 
iäuß der Fol eine gegebene Gerade, so erzeugen die Bu" 
sispuncfe des zweiten Curvenbüschels eine Curve der 
l)-^ew Ordnung, die gleichzeitig der Ort der Pole 
der gegebenen Geraden in Bezug auf die eämmtOehen 
Curven dee gegebenen Bileeheis iet. 



87. Ort der Pole, fflr welehe die gerade Polare 
einer Carve und fflr die eioselnen Curven einer Reibe 
dieselbe ist Ton welcher Ordnuog ist der Ort der Punete» 
«velche in Bezug auf eine gegebene Curve der ii-ten Ordnung 
^und In Besng anfj^ Curve Cm einer gegebenen Reibe vom 
Index M dieselbe gerade Polare haben? 

Um die Aufgabe zu lösen, untersuchen wir, wieviele Punete 
des gesuchten Ortes auf einer beliebigen Transversale liegen. 
Zu dem Ende sei a ein beliebiger Punct der Transversale, A 
die gerade Polare dieses Punctes in Bezug auf Cnl dann ist 
nach dem Obigen (Nr. 86.) der Ort der Pole der Geraden A in 
Bezug auf die Curven Cm allerhöchstens eine Curve der 2M(m— I)- 
ten Ordnung, die natürlich die Transversale in 2M(m — 1) Pun- 
eten a' schneidet. Nehmen wir umgekehrt auf der Transversale 
beliebig den Punct a', so werden die geraden Polaren von a* 
bezogen auf die Curven Cm von einer Curve der M-ten Classe 
umhällt, welche nach Nr. 81a. mit der Einhüllenden der (n—l)' 



Bobillier, a. o. 0. 
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ten Classe der geraden Polaren der Pancte der Tranevereale 
in Bezug auf C» ale Fnndamentalcarve u(n — J) gemeinachaft« 
liehe Tangenten hat. Dieae ii(fi — 1) .Tangenten aind Polaren 
von eben ao yiel Pnncten a der Traneversale In Besog auf Cm 
ala Grandcunre. Jedem Pnnete a enUprecfaen demnacb' h5cb- 
atena 2m(jii~-]) Pancte und jedem Puncto M(n — l) Pancte 
a, folglich gibt ea nach Nr. 83. bOchatena 2M(fli— 1)-|-M(ft— 1) 
Pnnete o» irelche mit ihren entaprechenden Puncten af zuaam- 
menfallen. Daraua entsteht der Sats: 

Lehrsatz XII. Der Ort eines Punctes, der sowol in 
Bezug auf eine Curve der n-ten Ordnung, als in Bezug 
j^"l.f^i',C,^^ auf d^^ Curven einer Beihe der m-ten Ordnung und vom 
U ^ Index m dieselbe gerade Polare besitzt y ist im Allgemei- 
nen eine Curve hoekstem von der M(ii-|-2«n— 3}-/eft Ord- 

a. Einflusz der Doppelpuncte und Spitzen. Hat 
die gej^ebene Curve einen Doppelpunct, oder eine Spitze in d, 
KO wird die gerade Polare dieses Punctes in Bezug auf Cn nach 
Nr. 72. unbestimmt. Man kann daher als solche die Tangenten 
au jede der m Curven Cm annehmen , welche durch d gehen, 
und es wird folglich die Curve der M(n-f27rt — 3)-ten Ordnung, 
die wir durch K bezeichnen wollen, M-mal durch jeden Doppel- 
punct und jede Spitze von Cu gehen. 

b. Einflusz der Spitzen. Ist d ein Rückicehrpunct der 
Curve Cn, und wenden wir die obige, für eine beliebige Trans- 
versale angestellte Betrachtung auf die Rückkehrtangente T an, 
80 sieht man, wenn man beachtet, dasz für unsern Fall die Ein- 
höllende der geraden Polaren der Puncte von T für die Curve 
Cn nach Nr. 81a. von der (n — 3)-ten Classe ist, dasz also jedem 
Puncte a' u{n — 3) Puncte a entsprechen werden; dasz die 
Tangente T auszer im Puncte d die Curve JT noch in M(n-t-2m— 5) 
Puncten schneidet, dasz also der Punct d für 2m Durchschnitts- 
pnncte der Linien K und T gilt. In d sind folglich nach Nr. 32. 
3m Durcbachnittapuncte der Curven K und Cn vereinigt 

e« Zahl der Curven der Reihe» welche die gege- 
bene Curve berühren. Hieraua folgern wir, daasj wenn die 
gegebene Curve €m d Doppelpuncte und % Rflckkehrpunele he* 
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sitzt, sie von K in nocii weiteren MlftCni-Shii— 3) — 2d— 3«| Pnn- 
cten geschnitten vrird. Diese sind aber der Definition der Cur* 
▼en JT gemäsz die Puncto» in denen C» von den Curven der 
gegebenen Reihe berührt wird, ond es gilt daher der Sats: 

• 

Lehrsatz XIII. In einer Beike m^ter Ordnung und 
vom Mdesp u gibt e» im Allgemeinen hSchetens 

M + — 3) — 2^ — 3x ] 

Curven, welche eine gegebene Curve der n-ten Ordnung 
berühren, die d Doppelpuncie und x Spita^n enthäll% 

d. Zahl der Tangenten von einem. Puncte an eine 
Gnrve. Für m = m= 1 entsteht hieraus: 

Lehrsatz XIV. Die Zahl der Tangenten, weiche man 
von eine?n gegebenen Puncle an eine Curve n-ter Ordnung 
mit 6 Doppelpuncten und x Spitzen stieäen kann, ist gleich 
«(»— 1)— 2d-a». 

Dies Resultat erhielteo wir sebon in Nr. 74 c. 

88. Doppeipnnete der Curven eines BCIschels. 
Wieviel Curven eines CurvenbSschels m-ter Ordoang haben 
einen Doppelpunct? 

Zur Beantwortung der Frage nehmen wir beliebig drei 
Puncte O9 o*, 0" an, die nicht lo gerader Linie liegen. Die 
ersten Polaren dieser Puncte in Bezug auf die Gurven des ge- 
gebenen Bflschels erzeugen nach Nr. 84a. drei weitere projecti- 
▼isehe Curvenbflscbel der (m— l)-ten Ordnung, wenn wir nur 
als correspondlerende Curven dieser drei Büschel diejenigen 
Polaren der drei Puncte 0, o', &* betrachten, welche derselben 
Curve des gegebenen Bflschrels entsprechen. Hat nun eine der 
gegebenen Curven einen Doppelpunct, so schneiden sich nach 
Nr. 73» in ihm die drei sich entsprechenden Polaren von 9, & 
und 0"; die Doppeipnnete des gegebenen CorvenbSschels sind 
also diejenigen Puncte der Ebene, durch welche drei entspre* 
ehende Curven der drei projectivischen ersten Polarenbfisehel 
hindurchgehen. 

«) JSUeho//t Eünsf Sälae Uber cU» Tangmitn aigOraitAtr Otrv^n. 
{Cflle- Borchardt» Journal, T. 56. Berlin» B«imer. 1859, S. 179). — 
Jttnquikrtt^ J%Mm$» gMrma «le., ISO. 

V. - 

t -i; 
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Nun erzeugen daJk erste und zweite Polarenhüschel durch 
die Durchsehnittspuncte der entsprechenden Curven nach Nr. 50. 
eine Curve der 'l(?n — l)-ten Ordnunrr; eine zweite Curve der- 
selben Ordnuntj erzeugen das erste und dritte Polarenbnschel. 
Beide Curven i;ehen durch die 1)- Basispuncte des ersten 

Polarenbüschels, sie schneiden sich also noch in 3(?» — 1)* 
Puncten, welche offenbar die gesuchten sind. Das gibt: 

Lehmatz XV. Die Curven eines Cnrpenbäeekeis m-ter 
(hrdnung entkalten 3(ffi-~l)' Doppelpunete. 

a. Einflusz eines gemeinscbaftlichen Berfih- 
rungspanctes der Curven des Bfiscbels. In einem der 
oben angenommenen Pnoete 0 mOgen sich jetzt die sftmmtUcben 
Ciirven des BOscbels berühren. Dann hat nacb Nr. 47. eine 
von ihnen, etwa Cm* in diesem Puncto einen Doppelpaoct; o* 
liege auf der gemeinscbaftlicben Tangente des BOschols, und 
0" sei beliebig angenommen. Nun geben nach Nr. 71. alle erste 
Polaren von o bezogen auf die sämmtlichen Curven des Bfi- 
scbels durch o und berühren in ihm die Gerade OO',' und eine 
derselben, diejenige nämlich, welche der Curve Cm entspriebt, 
bat nach Nr. 72. in o einen Doppelpunct. . Auch die Polaren von 
o' gehen nach Nr. 70. sämnitüch durch 0, von den Polaren des 
Punctes 0" aber enthält nach Nr. 73. nur diejenige den Punct 
Ot welche der Curve Cm entspricht 

Die Polaren von o und von o' erzeugen nach Nr, 52a. eine 
Curve der 2(w — l)-ten Ordnung, für welche O ein Doppelpunct 
und 00' eine der beiden Tangenten dieses Punctes darstellt. 
Ebenso erzeugen die Polaren von 0 und o" eine zweite Curve 
der 2(m — l)-ten Ordnung, die nach Nr. 516. ebenfalls zweimal 
durch 0 geht Der Punct 0, der für beide Curven der 2(m — 1)- 
ten Ordnung ein Doppelpunct ist, gilt daher für vier Durch- 
schnittspuncte. Da nun in 0 die Polaren dieses Punctes ein- 
ander berühren, so sind die weiteren Basispuncte des von ihnen 
gebildeten Büschels noch {m — 1)^—3. Auszer diesen Puocten 
and dem Puncte o schneiden sieh die Cnrven der 2(ift— l)-ten 
Ordnung daher noch in 

4(«l-l)s— 4— 2] =3(»—l)«-2 

Puocten. Daher der Satz : 
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Lehrsatz XVI. Berühren sich tiie Curven eines Bü- 
schels sämmtlich in einem Puncte o, so ffiit dieser für 
ütpei der Doppeipuncte des Büschels. 

b. Einflusz eines Rückkehrpunctes erner belie- 
hen Curve des Büschels. Ist nun o für eine der Curven 
des Büschels, etwa Cm, eine Spitze, nehmen wir ferner o' auf 
der Röckkehrtangente an und für o" einen beliebigen andern 
Panct, so bilden die ersten Polaren von o in Bezug auf die 
gegebenen Curven ein zweites Curvenbüschel, in welchem die 
Polare in Bezug auf Cm nach Nr. 72. ebenfalls eine Spitze in 
O mit der Röckkehrtangente oo' hat. Dieser Curve entspricht 
in dem Polareobiischel von o' eine Curve, welche nach Nr. 78a. 
ebenfalls zweimal dorch o geht, und im Polarenbüschel von 
eine Curve, welche nach Nr. 74 c. durch o geht und in ihm oo* 
berihrt. Folglich hat die durch die beiden ersten Polarenbfl- 
schel «rseagte Curve der 2(m — ])-ten Ordnung nach Nr. 51/. 
in a einen Doppelpunct Aaazerdem erzeugen das erste uni 
dritte Polarenbflschel nach Nr. 51^. eine zweite Curve derselben 
Ordonng, welche einfach durch o geht und dort die Gerade 
0& Itertlhrt Diese beiden Cnrven haben daher in o zwei zn- 
sammenfallende Durchschnlttspuncte, und es bleiben daher, wenn 
wir von den (m — 1)* Basispancten des ersten BQschels absehen, 
noch 3(m— 1)*-*S Durchscbnittspnncte fihrlg. In diesem Falle 
haben wir also folgenden Satz; 

Lehrsatz XVII. Ilat eine Curve eines Büschels einen 
Bückkehrpuncc, so %ählt dieser für zwei der Doppeipuncte 
des Büschels, 

C, Die Curven des Büschels berühren sich sämmt- 
lich, und der Berührungspunct ist iüt eine derselben 
eine Spitze. Wir setzen endlich voraus, dasz alle Curven 
des Büschels durch o gehen, und dieser Punct für Cm eine 
Spitze bilde. Wir nehmen o' aut der Rückkehrtangente und 
0" auf der Geraden, welche in o alle anderen Curven des Bü- 
schels berührt. Die Polaren von o gehen dann sämmtlich durch 
diesen Punct und berühren in ihm nach Nr. 71. die Tangente 
00', aber eine von ihnen, nämlich die, welche Cm entspricht, 
hat nach Nr. 72. in o ebenfalls eine Spitze mit der Rückkehr- 
tangente 00'. Die Polaren von o" gehen nach Nr. 70. eben* 
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falls sämmtlich durch 0, und eine unter ihnen, die der Gurve 
Cm entspricht, berührt nach Nr. 74«. in 0 die Gerade 0&'. Un- 
ter den Polaren Tcn & geht endlich nur eine einzige, nSmlieh 
die, welche Cm entspricht» durch o, aher sie hat in o nach 
Nr. 78a. einen Doppelpunct. Folglich hat die durch die Pola- 
renbfiechel von 0 und &' erseugte Cnnre der IHen Ord- 
nung nach Nr. 52a. in. 0 einen Doppelpunct mit oa* und 00** 
als Tangenten, dagegen hat die durch die Polarenbflechel yon 
0 und 0* erseugte sweite Curve der 2(iii^l)-ten Ordnung nach 
Nr.51e. in o eine Spitse mit der Rfickkehrtangente oo*. Alles 
in Allem hahen also die heiden so erhaltenen Cunren in o ei- 
nen Doppelpunct und die Tangente 00' gemein, das helsst nach 
Nr. 32., in 0 sind fttnf Ihrer Pnrchschnittspuncte TereinlgL 
Ausser dem Puncte o, in dem sich alle Polaren des ersten 
Bflschels berflhren, und den fibrigen {m — 1)*»2 Baslapuneten 
dieses Bflschels bleiben also noch 3(m— 1)*— 3 Durchschnitts- 
puncte der beiden Cnrven 2(fli— l)-ter Ordnung flbrig. Daher 
hat man den Sats: 

Lehrsatz XV III. JsC o ein gemeinschafllicher PuncC 
sämmtUcher Curven eines Büschels und für eine der sei- 
ben eine Spitze, so %ähU er für drei der Doppelpuncte 
dieses Büschels, 

Die Curve von Steiner. Wenden wir den allge* 
meinen, am Anfange dieser Nummer bewiesenen Safs auf das 
in Nr. 77. betrachtete erste Polarenbfischel der Puncte einer 
Geraden an, alle Polaren auf dieselbe Curve der ii*ten Ordnung 
Cm beziehend, so haben wir den Satz: 

Lehrsatz XIX. Auf jeder Oeraden gibt es 3(« — 2)* 
Puncte, von denen jeder in Bezug auf eine gegebene Curve 
n-ter Ordnung zur ersten Polare eine Curve mit einem 
Doppelpunct hat. 

Nehmen wir nun noch auf den Satz In Nr. 78. Rücksicht, 
so ifiszt sich der letzte iSatz auch so fassen: 

Lehrsatz XX. Der Ort 4er Faie der ereten Maren, 
weiche einem Doppeijpunei beeitmen, in Bemig enfeine Curee 
n'ter Ordnung, oder auch der Ort der Dureheehnittefuncte 
der Paare von Oeraden, weiche conieche Polaren bilden, 
iei eine Curee der 3(«— 2)^l0ii Ordmng. 
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Diesen Ort neniieo wir die Curve von Steiner*) der 
Foodameotalcurve. 

e. Einflusz einer Spitze der Grundcurve auf die 
Curve von Steiner. Hat die Fundamentalciirve in d eine 
Spitze, so ist nach Nr. 78 a. jeder Punct der Uückkehrtangeiite 
der Pol einer ersten Polare, die in d einen Doppelpunct ijesitzt. 
In diesem Falle ist also die Rückkebrtangente ein Teil der 
Curve von Steiner, 

89. Weitere Eigenschaften der Doppelpuncte des 
Büschels. Die gerade Polare eines festen Punctes tu Beza^^ 
aof die CurveD eines Büschels geben nach Nr. 84«. sSmmtlich 
durch einen zweiten festen Punct. Betrachten wir nun eine 
Curve des Büschels, die in d einen Doppelpunct hat, so ist 
die gerade Polare dieses Punctes nach Nr. 72. unbestimmt, es 
muszen daher die geraden Polaren von d in Bezug auf sämmt- 
licbe übrige Curvcn des Büschels in eine einzige Gerade bv- 
samnienfallen, und darin liegt der Satz: 

Lehrsats XXI. Jeder Doppelpunct der (harten einee 
Cmenbüeehele hat ßr jede Curve des B&sekele dieeeibe 
gerade Polare. 

Hieraus folgt mit Bezug auf Nr. 86.: 

Lehrsatz XXII. Der Ort der Pole einer Geraden in 
Bewg auf otknmHeAe Curven eine» Curvenbüschels der 
m-ten Orimmg ist eine Curoe der %m^\)'ten Ordnung 
und enthält sämmtUche 3(m— 1)» Doppelpuncte des Cur* 
venöüeeheie. 
Ebenso entsteht aus Nr. 87. : , 

Lehrsatz XXllL Der Ort der Punete, waMe in Be- 
wag aiaf eine geg^ene Curve Ca und auf die eimetnen 
Curven Cm einee CurvenbOeekete dieeetöe gerade Polare 
haben, ist eine Curve der {n-^-^lm—Zyten Ordnmg, die 
ebenfatte durch eämmtüche 3(ot~1)< Doppelnde dee 



*) Nach dem Nameu de« grossen deutschen Geometen, d«r sie, soviel 

ich weifiz, zuerst betrachtete. 
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Büschels (je/it. Ausser diesen Ptmcten liegen auf der Cvrve 
der (ni-2m — ^)-(en Ordnung alle Funde , in denen Cn 
von irgend einer Curi e Cm des Büschels berührt wird. 

Als speciellen Fall hat man hieraus: 

Lehrsatz XXIV. Wird eine Gerade von 2(m— ]) Ckr- 
ven eines Curvenbüeckeie der m^ten Ordnung berührt, eo 
Hegen die 2(m— 1) BerUhrungeptmeie, eawie die 3(m— 1)> 
Jkpppe^nmete des Bäeehele mtf" einer Cwrve der 2(m — 1)- 
ten Ordnung, dem iHri der Pole der gegebenen Geraden 
in Beeng auf die eämmiOchen Cureen des BBseAeis. 

90. Ort der Berfihrungspuncte der Ctirven zweier 
BSschel. Voo welcher Ordnung ist der Ort der Berfihrangs* 
puiicte der Carven zweier CurvenhOschel der fii->teii uod ffi|-teii 
Ordnung? 

ZnoKchst ist es klar, dasz der gesuchte Ort durch sftmmt- 
licbe m*-f 1»!* Baaispuncte der heiden Bfischel geben mnsz. 
Denn ist a ein Basispunct des ersten Bfischels» so gebt durch 
ihn eine Cnnre des zweiten Büschels. Zieht man nun die Tan- 
gente an diese Cmre, so gibt es nach Nr. 46. eine Ourre des 
ersten Buscheis« welche diese Gerade in dem nfimlichen Puncte 
berfihrt. Beachten wir nun noch, dasz jede Gurre des ersten 
Bflschels yon den Curven des zweiten Bfischels nach Nr. 87. in 
m(n-^2mi—^ Puncten berfihrt wird, so wird Jede Curve des * 
ersten Bfischels ausser den Basispuncten noch mißn-^^mg-^ 
Puncto des gesuchten Ortes enthalten, das heiszt im Ganzen 
in(2m-|-2ini— 3). Der gesuchte Ort ist daher von der [2(mH*jii|)--3]- 
ten Ordnung. Er geht nicht nur durch die Basispuncte heider 
Bfischel« sondern auch durch Ihre 3(]» — ])*>!• 30% -^1)* Dop- 
pelpuncte (S.Nr. 88.), denn jeder dieser Puncte gilt ffir wwei 
Durchschnittspnnete ^är*6urvei| des einen Bfischels mit einer 
Corve des zweiten. Somit haben wir den Satz: 

Lehrsatz XXV. Die BerÜhrungspuncte der Curven 
vweier Curvenbüschel von der m-ten und m^^ten Ordnung 
liegen auf einer Curee der + 3J-teii Ordnung, 
welche durch die Basispmeie tmd die Boppelpunete beider 
BBeebei hinäurchgeht. 

a, Die-Curve von Hesse einer Fondamentalcurve. 
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Die beiden Cnrveobflechel nehmeD wir jetzt ale erate Polaren 
bflaehel flir eioe gegebene Cnrye Cn n-ter Ordnung als Grand 
cerre an« and setzen alao mafli|= »^1. Die Baelspancte 
der beiden BOachel aind nach Nr. 77. die Pol^|rei^ von awel 
Geraden, nie liegen also nach Nr. 60a. alle auf der ersten Po 
lare des Durchschnittsponctes dieser beiden Geraden. Beide 
Büschel haben daher in diesem Falle eine Carve gemein, die 
offenbar einen Teil des oben nachgewiesenen Ortes ausmacht 
Sehen wir von. derselben ab» so bleibt als Ort der Berfibrongs- 
puncte der Curven des einen Bflschels mit denen des anderen 
eine Carve der Ordnung 

4(«- 1}— 3 - (n—l) = 3(n-2) 

übrig, die durch die Doppelpuncte der gegebenen Büschel geht. 
Diese Curve der 3(n— !2)-ten Ordnung bleibt dieselbe, wenn 
man für die beiden betrachteten Polarenbüscbel andere derar- 
tige einführt. Denn, da alle erste Polaren, die durch einen 
gegebenen Punet gehen, nach Nr. 77a. noch {n — 1)^ — 1 gemein- 
schaftliche Puncte haben und ein Curvenbüschel bilden, so 
müszen, wenn sich zwei erste Polaren in diesem Puncte be- 
rühren, alle andern ebenfalls in ihm die Tangente gemein haben. 

Hieraus folgern wir, dasz der Ort der Berfibrungspnncte 
zweier erster Polaren die Doppelpuncte sfimmtlicber erster Po* 
lareobüschel enthSit und also mit Bezug auf Nr. 78. auch der 
Ort der Pole derjenigen conischeo Polaren wt, welche sich in 
swet Gerade auftösen, das heisst, wir icOnnen den Satz aus<' 
sprechen: 

Lehrsatz XXVI. Der Ort der Berührungspuncte der 
ersten Polaren in Be^ug auf eine gegebene Curve n-ter 
' Ordnung ist eine Curre der 3(« — 2)-ten Ordnung, die sich 
auch als Ort der Doppelpuncte der ersten Polaren^ oder 
als Ort der Pole definieren läszt, deren comscäe Polaren 
ein Paar gerade Linien bilden. 

Dieser Curve geben wir den Namen Cur 96 90n He* 96 
der Fundamentaicurve, weil sie die geometrische Interpretation 
einer Cotariante darstellt, welche Sylvester mit dem Na* 
men a Hessian (nach dem Namen ihres Entdeckers Heeee) 
belegt hat, oänilicb die Deterniiiianto aus den «weiten partiellen 
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Differentialquotienteo einer gegebenen homogenen Form dreier 
Variablen*). 

b. Andere ErklSruug der Hesseschen Curve. Die 
Puncte, in denen sich die ersten Polaren zweier Puncte O nnd 
0* schneiden, sind nach Nr. 77. die Pole der Geraden 00'\ die 
Beruhrungspuncte zweier erster Polaren bilden <laher je zwei 
zusammenfallende Pole von oo'. Nennen wir nun für das Folgende 
die (n — 1)* Pole einer und derselben Geraden verbundene Poie 
(poli congiunti^y so können wir auch sagen. 

Lehrsatz XXVIl. ]He Curve wm Beaee M der Ort 
der Pole, welche mU einem ihrer verbundenen Pole weam^ 
menfoUen, 

c. Indicatricen eines Ponctea. Nennen wir ferner Jn- 
dicatricen einea Punctes das System der beiden Tangenten, 
welche man too ihm aas an seine conische Polare legen kann» 
so entsteht folgende weitere Definition: 

Lehrsata XXVIII. IHe FUndamenialeurve bildet mit 
der Heeeeeehen Curve 'zusammen den Ort der Punete, de- 
ren Mdieatrieen eich mtf eine eimtge Gerade redueieren, 

91. Gemeinschaftliche Beruhrungspuncte der 
Curvcn dreier Büschel. In wieviel Puncten berühren sich 
die Curven dreier Curvenbüschei der %-ten, Utf-ten, »13-ten 
Ordnung zu drei und drei? 

Die Beruhrungspuncte der Curven der ersten beiden Büschel 
SU zwei nnd zwei bilden nach Nr. 90. eine Curve der [2(Mi -f-M^) 
— 3]*ten Ordnung, und dem analog bilden die Berfihrongspnncte 
der Curven des ersten und dritten Büschels zu zwei und zwei 
eine zweite Curve der [2(mi -|- iTts) — 3]-ten Ordnung. Diese 
beiden Curven haben nun die Basispuncte und die Doppel- 
poncte des ersten Büschels gemein» das heisstmi'-f 3(fl9g'— 1)* 



♦) Sylve ster ^ On a iheory of the si/zygetic relations oj (ow rational 
integral functiont, (Fhilosophical transactions, voL 143, part 3, London, 
1853. p. 545.) 
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Ponete, die mit der Aufgabe nichts zu toQ haben, sie scbneideii 
sich aber auazerdem ooch in anderen 

[2(%+«t)-3]P(m,+i)|,)-.3]-.[iiii«+3(mi--l« 

PaoelMi, and dieses ist die geeoehte Zahl. 

«. EioliftlieDde der Tangenten in den Berfihrnnge- 
pnneten sweier Bflsebel. Ist m^l, se entsteht: 

Lehrsatz XXIX. Die gemeinschaßlichen Tangenten 
der Puncte, in denen sich die Curven zweier Büschel der 
mi'ten und m^-len Ordnung berühren, werden ron einer 
Curve der I4mi*m^ — '^(mi m^\-ten Classe umhiUlU 

b. Einhüllende der gerne l nschaftl ich e n T an ge n • 
ten der ersten Polaren einer Curve. Sind die Curven 
beider Bfischel erste Polaren in Bezug auf dieselbe Curve Ca 
der «-ten Ordnung, das heiszt, ist wij = m2 = n — I, so haben 
nach Nr. 90a. die beiden Buscbel eine Curve ji^emein, die von 
der (n — l)-ten Ordnung, also nach Nr. 70. von der (n--l)(w— 2)- 
teo Classe ist. Diese Curve gehört nun offenbar zu der eben 
betrachteten Einhüllenden, und diese besteht demnach auszer- 
dem noch aus einer Curve der 3(ii — ])(fi — 2)-teD Classe. Damit 
ergibt sich der Satz: 
• 

Lehrsatz XXX. Dte gemeinsehaßHeken Tangenten in 
den BerUhrungspuncten der ersten FoUaren in Betug auf 
eine Curve n-ter Ordnung werden von einer Curve der 
3(n— l)(fi - 2)-ten Oaue wmhmn% 

{. 16. 

CtomBcMnelM Hetee» 

92. Erklärung eines Netzes; die Hessesche Curve 
eines Netzes. Das vollständige System von Cnrreo m-ter 



*) 8U%%*r^ 0.0. Ol, 6. 
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Ordnung, die il»(m + 3) — 2 gemeinschaltlichen BetHngiingen ge. 
niigen, nennen wir ein geometrisches Netz der m-ten Ordnung, 
wenn durch zwei weitere beliebig gewählte Poncte nur eine 
einzige Curve des Systems hindurchgeht, das heiszt, wenn die 
Curven de8 Systems, welche durch einen und denselben Punct 
geben, ein Curvenbüschel bilden*). 

So bildeo s. B. die ereten Polaren fSr eloe gegebene Curve 
der tt-ten Ordnung als Grundcorre aaeh Nr. 77 a« ein geome- 
triacbee Nela der l)-ten Ordaasg^ vnd es lassen sich aaeh 
▼iele fiigensehaften dieser Polaren gaas auf die nftailiebe Weise 
fÜlr ein beliebiges Nets be«Feisen. 

Nach Nr. 77«. bestimmen, zwei Curvenbüschel w-ter Ord- 
dnung, welche eine Curve gemein haben, oder drei Curven 
m-ter Ordnung, die nicht durch dieselben Puncto gehen, 
ein geometrisches JSetz m-ter Ordnung. 

Der Ort der Pnnete, in denen sich xwei Cnrven eines Netaes 
der M^ten Ordonng« also aaeh noch eine nnbegrenste Zahl an- 
dere, berahren, ist eine Curve der 3(m^])-ten Ordnung. Diese 
Cnrve^ die man die HeMwewehe (harte de» Neiget nennen bann, 
ist nach Nr. 90 a. gleiehseitig der Ort der Doppelpunete der 
Cnrven des Netses. 

Die gemeinschaftlichen Tangenten in den Berührungspuncten 
der Curven des i\et/cs werden nach Nr. 9J ö, von einer Curve 
der 3»i(flt — ])-ten Classe umhüllt. 

a. Einflusz eines allen Curven des Netzes ge- 
meinschaftlichen Punetes. Angenommen, alle Curven eines 
Netzes hStten einen Punct a gemein, und es sei a' der zu a 
unendlich nahe Punct einer Geraden A, die durch a gezogen 
ist, so gehen eine unbegrenzte Zahl von Curven durch a', be- 
rühren also die Gerade Ä im Puncte a, und bilden in ihrer 
Gesammtheit ein Curvenbüschel. Ziehen wir nun eine zweite 
Gerade Ai durch a, und ist in ihr der unendlich nahe Punct 
von a, so gibt es nur eine einzige Curve des Netzes, welche 
gleichzeitig durch a' und gebt, die also in a einen Doppel- 
punct besitzt. Hieraus folgt: 



Möbiuf, a. a. O.i S. 266. — K3t*iutr. a. a, 0., S. 0. 
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Lehrsatz I. Haben die Curven eines Nette» sämmtHch 
einen Punct gemeiny so ist derselbe für eine dieser Cur- 
ven ein Doppelpunct, und diejenigen Curven, weiche in die- 
eem Puncte dieselbe Gerade berühren, bilden ein Curven' 
büsckeL 

b. Elnflnss einer gemeltieehaftlichen Tangenteim 
gemeineebaftieben Pvncte. Wir Dehmen weiter an» ee 
berfibrten .alle Cnnren elnee Netaee in einem and denieelbeii 
Pmicte a diesellie Gerade T. Ziebt man eine iweite beliebige 
Gerade A dnreb ao eziatiereD immer eine nntiegrenite Zabl 
Ten Cnrven den Netaea, die dnrch den an a nnendlieb neben 
Pnnct Ton A geben, nnd die Geaammtbeit dieaer Curven bildet 
ein CarrenbUaebel. Alle Corven dieaea Bdacbela werden von T 
und von A in je awel mit a anaammenlallenden Pnneten geaebnlt- 
len, dieaer Ponet iat daber för alle ein Doppelpunct, ao daaa 
alao daa Büacbel daaaelbe bleibt, wenn man A alcb um a dre. 
heo iSaat. Unter den Cnnren dleaca Bffacbela aind nacb Nr« 48. 
awei, filr welcbe a ein Rfickkebrpanct iat, und von dieoen bat 
eine gleiebseitlg die Gerade T nur Rflcfckebrtangente. Diene 
letate Cnrve Int dadurch gegeben , daaa sie T in drei und A in 
awel mit a auaammenfallenden Pnneten acbnelden muaa. 

03. Die Jaeoblacbe Cnrve dreier Curven« Wir be- 
atimmen annicbat den Ort der Puncte, deren gerade Polaren In 
Beaug auf drei Curven C» Ot C beaOglieb von der «Kten, m'-ten, 
mf-ten Ordnung aieb in einem Puncte acbneiden, daa beiast 
mit andern Worten nacb Nr. 69 a. den Ort der Puncte, in denen 
eich die ersten Polaren einen und desselben Ponctes in Bezug 
auf die drei gegebenen Corven schneiden. Zu dem Ende ziebea 
wir durch einen beliebigen festen Punct 0 eine beliebige Trans« 
veraale L und beatimroen die Puncte, in welchen sich je drei 
ernte Polaren eines nnd desselben Punctea von L schneiden. 
Laaaen wir dann diese Gerade L sich um O drehen, so erhal- 
ten wir auf dieae Welae alle Puncte den geaucbten Orten. 

Die ernten Polaren der Puncto von L in Bezug auf C und 
0 bilden nun nacb Nr. 77. awei projectiviacbe Curvenbliaebd. 
Die entaprecbenden Curven; daa belaat die Polaren einen und 
deaaelben Punctea von £, acbneiden aieb daber in den Pnneten 
einer Curve JT der (ai-l-M^— 8)-ten Ordnung^ welche dorch die 
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BMlspnncte beider Büschel hiodurchgeht Die Bult dee enteo 
Bdschek erhalten wir dabei durch die (m — 1)* Darchschnitta- 
poncte der ersten Polare von o In Besag auf C mit einer be- 
liebigen andern ersten Polare eines Pnnctes Ton L in Besag 
auf dieselbe Cunre. 

Wir haben somit eine Curve K* bestimmt, die der Ort der 
Punete ist, in weichen sich die z»vei ersten Polaren eines be- 
liebigen Puoctes voo L in Bezug auf die Curven C und C* 
schneiden. 

Jede Gerade L» die n ir durch o ziehen» individualisiert eine 

fiolche Curve JT', Ton allen diesen Corven geht aber nur eine 
einsige durch einen beliebigen l^unct p. Denn sollen durch p 
die ersten Polaren für C und C als Grundcurven hindurchgehen, 
so ist der Pol derselben nach Nr. 69«. der Durchschnittspunct 
p' der beiden geraden Polaren von p\ p* bestimmt nun die Ge» 
rede die durch 0 geht, und diese Gerade endlich die Cur?e 
K\ welche durch p geht. Laszen wir also Zr sich um o drehen» 
so erzeugt nach Mr. 41. die Curve K* ein Curvenhfischei. 

Substituieren wir für die Curve C die dritte C'\ 80 erzeugt 
die Gerade L auf dieselbe Weise eine Curve K" der 2)« 
ten Ordnung, welche durch dieselben (m — 1)^ Basispuncte des 
ersten Büschels geht, das schon zur Erzeugung der Curve K* 
diente. Durch Drehung von JL um o entsteht nun ein entspre- 
chendes Curvenbüscbel von Curven JT". Die beiden Bilscbel, 
die durch K* und K** erzeugt werden, sind unter einander pro- 
jectivisch, da jedes derselben dem Stralenbaschel, das dnrcfa 
die dureh 9 gelegten Geraden L entsteht, projectivlsch Ist, and 
folglich erzeugen beide Büschel bezüglich von der (0t-|-in'^3)- 
ten und (m + m"— 2)-ten Ordnung nach Nr. 50. eine Curve der 
(2m-fm'-f 77»"— 4)-ten Ordnung. Nun haben aber immer je zwei 
correspondierende Curven K* und K*' (»— l)* Punete gemein, 
die in einer festen Curve der (m— l)-ten Ordnung liegen» nSm- 
lich anf der ersten Polare des Punctes o in Bezug auf C Die 
übrigen 

(w + m'— 2)(i» + 2) — (« - 1)« 

= mm'\m'm" + m"m^%m \m'\ m") +3 

gemeinschaftlichen Punete der homologen Curven K' und K" 
erseugen also nach Mr. 50 a. eine Curve von der Ordnung 
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Diese ist offenbar der gesuchte Ort 

Diese Gurre oeoneo wir im Folgeodeo die Cnrve v^n 
Jaeobi filr die drei gegeiieneo Carren*). 

Gehen die drei Curveii durch denselben Punct a, so geben 
die geraden Polaren dieses Punctes alle durch denselben; ha- 
ben also drei Curven C, C" allen dreien gemeinscbartliche 
Fuocte, so sind diese auch Puacte ihrer Curve von Jacobi. 

Hat eine der drei Curveo» z. B. einen Doppelpuoct d, 
•o Ist nadi Nr. 72. die gerade Polare dieses Ponctss in Bezug 
anf unliestlmnit', man IniDn dann also für sie die Gerade 
annehmen, welche d mit dem Dorchschnittspunct der beiden 
geraden Polaren dieses Ponctes in Bezug anf die beiden übri- 
gen Curven C und C TerMndet Daraas folgt dann, dass die 
Jacobitebe Gurre durch die Doppelpuncte der drei gegebenen 
Gurren geht. 

94. Specielle Fälle Her Jacobischen Curve. Neh- 
men wir m' = m", das heiszt also zwei der gegebenen Curven 
von derselben Ordnung an, 80 ändert sich die Curve von Ja- 
cobi in diesem Falle nicht, wenn man an die Stelle der obigen 
Curven andere Curven des Büschels setzt, das sie zusammen 
bestimmen. Dies ist augenblicklich klar, da die Jacobigche 
Gurre der Ort der Puncto ist, durch welche drei erste Pola- 
ren für denselben Pol geben, und da nach Nr. 84a. die ersten 
Polaren eines und deaselhen Poles in Bezug auf alle Curven 
eines Bflsebeb ein neues Bilscbel bilden, und folglich alle durch 
dieselben Pnncte gehen. 

In diesem Falle kann man die Jacobische Curve noch anf 
eine zweite Art definieren- Ist nämlich p ein Punct dersell>en> 
so gehen die drei ersten Polaren dieses Punctes in Bezug auf 
die drei gegebenen Curven durch denselben Punct p'\ p' ist 
aber der Punct, durch welchen nach Nr. 84c. alle geraden Po- 
laren ron p in Bezug auf alle Curreo des Büschels {fi'C") 
gehen, folglich ist die gerade Polare ron p in Bezug anf C 



*^ SjflveMter, a a. 0., p. 546. 



Digitized by Google 



Nr. »8-9<0 TkMrit der Mm. . 1S5 

auteh die gerade Polwre deseelbeii Pnttcfoe lo Besag auf eine 
'Curve dee eben eririhnten Bflnehele. Man kann daher «agen: 
die Oarre von J^tüöi flir die drei gegebenen Carren iat der 
Ort eines Panctee» der in Besng anf C mid in Betng auf irgend 
eine der Cunren des BOscheiir {CC") diiselbe gerade Polare 
hat Diesen Ort haben wir aber sehen oben in Nr. 87. be- 
etimnit. 

95. Die Curve von Hesse f0r ein geonietrisehen 
Netz. Es sei jetzt m = m' = m", das heiszt, es seien alle 
drei Curven von der nämlichen Ordnung. Zwei beliebigen von 
Ihnen Iconnen wir nach Nr. 94. zwei andere Curven des von 
ihnen erzeugten Büschels substituieren, das heisat, nir kOnnen 
für alle drei Curven drei beliebige Curven des von ihnen nach 
Nr. 92. bestimmten Netzes substituieren, wenn dieselben nur 
nicht ein und demselben Corvenbüschel angeboren, ohne dass 
die entsprechende Curve von Jaco^t sich im Geringsten lin- 
dert Das gibt 10 Verbindung mit Nr. 83. den Satx: 

Lehrsats II. Der Ort der Pole, deren gerade Polaren 
in Betug auf die Cfurpm einee Netzes det m'ten Ordmnif 
eümmtHeh durcA Smeelben Pirna geken, iet eine Curve der 
3(01— I )'im Ordnung und gekt dätck eämmUMg Doppel- 
puneie der Curven des Nei%ee, 

In unserem Falle ist daher nach Nr. 92. die Jacobische 
Curve mit der von Hesse für das Netz identisch, daraus haben 
wir also eine neue Definition der Curve von Hesse (ür eio 
geometrisches Netz. 

Wir wollen im Folgenden noch die beiden Fälle etwas näher 
untersuchen, dasz erstens die Curven des Netzes sich sämmt* 
Uch in einem Pnncte schneiden, und dasz sie zweitens sich in 
diesem Pnncte säramtlich berühren. Im ersten Falle ist ee 
erlaubt, als eine der drei Curven, welche das Netz Itestiniman, 
diejenige zu wählen, fiir welche nach Nr. 92a. der gegebene 
Puoct ein Doppelpunct ist, und im zweiten diejenige Curve, 
för welche naeli Nr. 026. der gegebene Punct eine Spitze bil- 
det, und die gemeinschaftliche Tangente aller Curven dieRflck- 
kehrtangente ist. 

96. Nets« dessen einselne Curven durch densei* 
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ben Punct gehen. Es seien also zuerst drei Corfen C, C» 
C* vee derselben Ordnong m gegeben. Sie beben einen Pnnct 
gemeby nnd derselbe sei (ihr C**. ein Doppelpnnct In Ibn ver- 
legen irir den Pel 0, von dem wir in Nr. 93. bei der nllgeniei- 
nen Uotersucbnng der Cnrve Jaeo^ts Gebmnch aacbten. 

a, Bestimmung der Curven J^^ Die ersten Poleren 
des Punctes o in Bezug auf C und C* geben dnrcb diesen 
Ponct selbst bindurcb, folglicb entbSlt nech Nr. die Curve 
K* nir jede Lage von L eben diesen PnncL 

l>ie Curve K', welche einer bestimmten Lage von L ent- 
«ipricht, bleibt unverändert, wenn man für C und C* zwei belie- 
liige andere Curven des durch sie bestimmten Büschels substi- 
tuiert. Wir nehmen nun für C die Curve C", welche in O die 
Gerade L berührt. Dann enthalten alle erste Polaren der Puncte 
von L in Bezug auf C" nach Nr. 70. den Punct 0. Durch 0 
geht aber auch die erste Polare von o in Bezug auf C*; es 
ist daher nach Nr. 51«. die Tangente der Curve K' in o die- 
jenige Gerade, welche in diesem Puncte die erste Polare von 
O in Bezug auf C° berührt, das heiszt die Gerade L. Gehen 
also die beiden Curven derselben Ordnung C und C durch 0, 
so geht auch K' durch o und berührt daseiböt diejenige Gerade 
L, deren entsprechende Curve sie ist. 

ö. Bestimmung der Curve K*'. Da 0 für C" eiuDop- 
pelpunct ist, 80 gehen naeb Nr. 74c. alle erste Polaren der 
Puncte von L in Bezug auf sie selbst als Grundcurve durch o 
und berühren in diesem Puncte ein und dieselbe Gerad L\ den 
conjugierten harmonischen Stral von L in Bezug auf die beiden 
Tangenten des Uoppelpnnctes von C'\ 

Nach Nr. 93. w4rd die Curve durch zwei projectivische 
Curvenbflscbel erzeugt, das eine bestehend aus den ersten 
Polaren der Puncte von L in Bezug auf C'*, das zweite auf 
gleiche Weise aus den ersten Polaren derselben Puncte in 
Bezug auf C. Die Curven des ersten Büschels haben in o die- 
selbe' Tangente L', und der Curve des zweiten Büschels, welche 
durch 0 geht, das heiszt der ersten Polare von o in Bezug auf 
Ct entepricht die erste Polare von o in Bezug auf C", das 
lielsst diejenige Curve des ersten Büschels, (ur welche 0 ein 
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Doppelpunct ist. Nach Nr. 6^b. bat folglich für jede beliebige 
Lage der Geraden L die durch die beiden Büschel erzeug^ 
CurveÄ'" in o einen Doppelpunct. Auszerdem ist nach Nr. 57«. 
in beiden Fällen^ mag L eine der Tangenten im Doppelpuncte 
von C" sein, oder die Tangente von C im Puncte o, in wel- 
chem letztern Falle nach Nr. 52 a. auch die Curven des zweiten 
Büschels sämmtlich durch o gehen, in beiden Fällen also ist 
L eine der beiden Tangenten von K" im Doppelpuncte 0, 

Folglich hat die Curve K", wenn C und C" einen gemein- 
scbaCtlichen Punct 0 haben, der für C" ein Doppelpunct ist» 
för jede beliebige Gerade L durch o in diesem Puncte eineo 
Doppelpanet» uod L ist jedesmal, sobald sie eine der beidea 
gegebenen Curven berührt» auch eine der beiden Tangenten 
von K*' im Ooppeipunete. 

c. Bestimmung der durch K' und K" erzeugten 
Curve. Wir haben somit gefunden, dasz in unserem Falle 
nach a. der Punct O allen Curven K' angehört, welche den 
Geraden L, die durch ihn gelegt werden können, entsprechen, 
und dasz er nach ö. für alle Curven K'\ die derselben Geraden 
entsprechen, ein Doppelpunct ist. Folglich ist nach Nr. 52, o 
für die nach Nr. 93. durch die beiden Curvenbüschel K' und K" 
erzeugte Gesanimtcnrve der 4(ot — I)-ten Ordnung ein dreifacher 
Punct. Ein Teil dieser Gesanimtcurve ist aber die erste Polare 
von 0 nach (7, und da diese einmal durch o geht, so ist dieser 
Punct für die übrigbleibende Curve der 3(/» — l)-ten Ordnung, 
das heiszt für die JaeobiMCke Curve« ein Doppelpunct 

Die Gerade L Ist nach «. Tangente ihrer entsprechenden 
K', also sind nach Mr.52, die Tangenten der resultierenden 
Curve der 4(jii — l)-ten Ordnung im dreifachen Puncte o die* 
jenigen der Geraden L» welche aueh ihre entsprechenden Cnp> 
ven K" berOhren. Z berfihrt nun nach die K"» wenn sie 
Tangente von C oder von C" ist; es sind also die drei Tain 
genten des dreifachen Pnnctes die Tangente von C und die 
beiden Tangenten von C**, Von diesen ist die erste nach 
Nr. 71. die Tangente der ersten Polare von o in Besug auf Ct 
folglieb sind die iieiden übrigen die Tangenten der Curve von 
Jaeobi im Puncte o. 

A Sch luss folger ung. Aus Allem folgern wir nun den Sata: 
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Lehrsatz III. Gehen die Curven eines Netzes sämmt- 
Uch durch denselben Punct o, so besit%t die Ci/rre von 
Hesse für das Ned in o einen DOppelpvnüt vnd hat in 
demselben tnic derjenigen Curve des Netzes die Tatigenten 
gemein, für weiche o ebenfalie ein Doppelpunct isL 

97. Netz, deszen einzelne Cnrven »ich in dein- 
selbön Puncte berühren. Wir gehen zur Untersuchung des 
Falles über, dasz der Punct o allen drei Curven C, C\ C" ge- 
^ raeinschaftlich ist, und für die letzte derselben eine Spitze bil- 
J det, und dasx die Rackkehrtaogeot«) in a aveb C und C* berührt. 

» 

a. Die Curven AT'. Da die Curven C und C in o die- 
selbe Tangente haben, so künoen wir eitler derselben die Curve 
^ des Büschels substituieren, welche nach Nr. 47. in o einen 

Doppelpunct hat. Dieser Punct ist dann für K* nach Nr. 96^. 
ein Doppelpunct, welche Lage auch L haben mag. Fällt aber 
L mit der Tangente T zasammen, so ist sie jj^detiniSal eine der 
beiden Tangenten im Doppelpuncte der entsprechenden Cur- 
ven K', 

Die Curven K'*. Ffir C" ist o ein Ruckkebrpunct. 
- Alle erste Polaren der Puncte von L in Bezug auf diese Curve 
geben also nach Nr. 74a. durch O und berühren in diesem Puncte 
die Rfickkebrtangente J. Unter ihnen ist aber eine^ diejenige 
nämlich y welche dem Puncte o selbst entspricht, für welche 
dieser Punct eine Spitze ist, und T die Rfickkehrtangente. 
Ausserdem gebt die erste Polare von o für C als Fundamen- 
taleurve auch durch o und berfihrt in diesem Puncte T. Es 
!.y/€hat daherr fOr jede beliebige L die Curve K*" in o eine Spitze 
mit der Rfickkehrtangente 7*. 

Fällt aber L lutt T zusammen, so haben nach Nr. 78a. die 
ersten Polaren der Puncte von L in Beaug auf C" in o ei- 
nen Doppelpunct, und auszerdem gehen auch nach Nr. 70. die 
ersten Polaren von o in Bezug auf C einfach durch o, Dieje> 
■ige Curve K" also, welche der mit T zusammenfallenden L 
entspricht» hat in o nach Nr. 52. einen dreifachen Punct. 

c. Die durch K' und JT" erzeugte Curve. Es ist 
naok Alledem vollständig klar, dasz sämmtlicbe Curven JT' in 
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O einen Doppelpunct haben, während auszerdeni die Curven K" 
daselbst eine Spitze mit der gemeinschaftlichen Rückkehrtan- 
gente T besitzen. Daraus folgt nach Nr. 52., dasz o fdr die Ge- 
8ammtcurve der A{m — l)-ten Ordnung, welche durch die beiden 
Curvenböschel der K' und K" erzeugt wird, ein vierfacher Punct 
ist, und dasz zwei der vier Zweige daselbst von T berührt 
• werden. Die beiden andern Zweige werden in o nach Nr. 52a. 
von der Tangente derjenigen Curve K' berührt, welcher eine 
Curve K" entspricht, für die O ein dreifacher Punct ist. Nun 
entspricht die Curve K", für welche 0 ein dreifacher Punct ist, 
nach b. der Lage von Zr, in welcher diese mit T zusammenfällt, 
sie entspricht also nach a. genau der Curve K' deren einer 
Zweig in o von der Geraden T berührt wird; drei der vier 
Tangenten im vierfachen Puncte 0 der Gesammtcurve der 
4(m — l)-ten Ordnung fallen also mit 7" zusammen. 

Die Corve der 4(m — l)-teo Ordnung ist nun sneammen- 
genettt ans der Curve von Jaeoöi der drei gegelienen Curren 
und ans der ernten Polare ?on 0 in Besug auf C Diese erste 
Polare gebt einmal durch o und berOlirt daselbst 7*; die Curve 
von Jaeoöi gebt daber dreimal durch o, und swel Ihrer Zweige 
berOhren In diesem Puncte die Gerade T, 

d. Schluszfolgerung. Aus Allem folgert sich der Satz : 

Lehrsatz IV. Die Owpe von Hesse einegCürvenneitet, 
denen Curven einen gemeinschaftlichen Punet o, und in 
demselben eine gemeinschaftliche Tangente T haben, hat 
drei Zweige^ die durch o gehen, und von denen usei in 
diesem Fmete von der Geraden T berührt teer den, 

96. Ort der Puncte» In denen sich drei gerade 
Polaren dreier Curven fflr ein und denselben Pol 
schneiden. Es seien wieder drei Curven« C, C, C** gegeben, 
deren Ordnungszahlen bezfigllch m, m\ m" seien. V9)x wollen 
die Ordnung des Ortes der Puncte bestimmnn» in welchen sich 
je drei gerade Polaren desselben Poles f&r die drei gegebenen 
Curven schneiden. 

Ist L eine beliebige Gerade, i ein Punct derselben, und 
sollen durch i die garaden Peiareo. von C .nad Q* hmdoteb* 
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gebeo, M MM dkr M # «hMr Am ißm-lKmf^l) Brnnh- 
MlMrtttepmcte 4m crvtoa P^bvM I iir diese Mdea Gwea 
Mie. SeN MM dvrch X^HMh die enie Petoie ftr ab (Snoia- 
carre ge lie», l'i«gt ihr Pol aef der gerade« Pelar» # ia 
Bezog auf dieieflM Cmww, Die geradeo Pefaffea der («— IXmT— 1) 
Paaete # wardea aaa L Ia ebea a e tlei ea Paaelea "it achaddea. 

Es sei jetzt aMgekebrt f ein beliebiger Punct voa Soll 
durch ibn die gerade Polare för C" biodorcbgolieo, so mosz 
der Pol auf der ersten Polare von f in Bezo^ auf dieselbe 
Carve liegen. Diese erste Polare Ist bekanntlicb eine Corvo 
K der {mf'-^l}^en Ordnung. Die geraden Folareo der Puncto 
Ton AT in Bezog auf C werden mm nach ^i'r. 81. von eioer Conro 
der (m—l)(m" — 1)-ten Classe umbullt; ebenso die geraden 
Polaren der Puncte derselben Curve K in Besag auf C* von 
einer zweiten Curve der (m'— — ])-ten Ciasso. Jeder Tan* 
geato der einen Curve entspricbt eine solcbe der andern, wenn 
man nur diejenigen Tangenten als entsprecboode wäblt, welche 
Polaren eines und desselben Punctes von K für die bei- 
den Curven C und C sind. Nach Nr. SSo. bilden daher die 
Durchschnittspuncte der homologen Tangenten eine Corvo der 
[(171 — J)(m"— ]) + (»!'— I)(fil"—i)]-ten Ordnung, welche natOr- 
licb die Gerade L in eben aovielon Puncten i aobnoidet 

Jedem Puncte / entsprechen daher (m — — 1) Puncte 
f, jedem Puncte i' auszerdem (m— 1) + (jw'— -i) 
Puncto i, es müszen daher in L 

(«— 1) + (»'— 1) + («^— IK«— 1) 

homolose Puncte i und i' zusammenfallen, und diese Zahl ist 
die genuchte Ordnung de» betrachteten Ortes. Diese Curve 
geht offenbar, wenn die drei Curven gemeinschaftliche Puncto 
besitzen^ durcb diese» 

a. Die Stein er sehe Curve für ein Netz. Sind die 
drei ('iirven von derselben Ordnung m, so kann man für sie 
drei beliebige Curven des Netzes, das durch sie bestimmt 
wird, substituieren, ohne dasz sich der oben betrachtete Ort im 
Geringsten verändert. In diesem Falle nennen wir denselben, 
der dann von der 3(m — l)Men Ordnung ist, der Nr. 88<f. aiia- 
log, die Curve von Steiner da» NetB, 
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b, Einhüllende der Verbindungsgeraden entspre- 
chender Puncto der Curven von Steiner «nd Hesse. 
Jeder Punct p der Curve von Hesse eines gegebenen Netzes 
der m-ten Ordnung ist der Pol von unendlich vielen geraden 
Polaren in Bezug- auf die Curven des Netzes. Diese Geraden 
schneiden sich nach Nr. D5. alle in einem Puncte O der Curve 
von Steiner. Es entspricht daher jedem Puncte der Curve 
von Hesse ein Punct der Curve \on Steiner, und umj^ekehrt. 
Die Geraden, welche diese entsprechenden Puncte verbinden, 
werden daher flach ?)r.836. von einer dritten Curve der Clause 

3(«i— 1) + 3(»t— 1)« = 3m(«- 1) 

umbüllt Nun ist jede Gerade durch o eine Polare von p in 
Bezug auf eine Curve des Metzes; geht aber die gerade Polare 
durch den Pol, so liegt dieser auf der Fundanieotalcurve selbst, 
und diese berührt in ihm die gerade Polare. Daraus folgt, dasz 
die Gerade op in p eine Curve des Netzes berührt; alle Cur- 
ven des Netzes aber, die durch p gehen, berühren sich in ihm 
naeh Nr. 92.« und ihre gemeiDechaftliehe Tangente ist daher op* 

§. 16. 

. . Ble Fonneln tm nftciwr* 

09. Formel ffir die Claese und die Ordnung einer 
Carve« Wir bezeiehnen im Folgenden durch: 

n die Ordnung» 
m die Claase« 

d die Zahl der Doppetpunete, 

% die Zahl der Rückkehrpuncte oder Spitzen , 

X die Zahl der Doppel tangenten, 

» die Zahl der Wendepnncte oder Wendetangenteu 

einer beliebigen Fundaroentalcurve Cn. 

Nun ist bekanntlich m die Zahl der Tangenton« welche von 
einem beliebigen Puncto an die gegebene Curve gelegt werden 
können, eo ist daher naeh den 8&tseo m Nrb74c. oder in 
Nr. 87 HL: 
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(1) « = 11(11-1)-. 26- 3», 

^ eioe Fotniel« welche die Glesse eieer Curve liefert, weno die 
OrdnoDg mid die Anzahl der Doppelpuocte und Spitzen be- 
kannt ist. 

Nach d€m Dualitätsprincip (m. s. Nr. 82.), musz die Ord- 
DBDg einer Curve aus einer Gleichung derselben Form erhalten 
werden, wenn man die Classe, die Zahl der Doppehangeoten 
und der Wendeponcte kennt, das heiszt» es ist: 

(2) « = «(m— 1)— 2r— 3i. 

100. Formeln für die Doppeltangenten und Wen- 
depuncte. Da jeder Punct der GmndcurTe, deszen conische 
Polare das System zweier Geraden bildet« nach Nr. 80. ein 
Wendepnnct oder ein Doppclpunct ist, so schneidet die Corve 
Ten Hesse, die nach Mr. 90a. der Ort der Pancte ist, deren 
eonische Polaren aus dem System zweier Geraden bestehen, 
die gegebene Curve in den Wendepnneten vnd in den viel- 
Ihehen Puncten. Da nun die Curre von Besse von der Ord* 
nang 3(ll— 2) ist, so ist die Zahl der Wendepuncte einer Curve, 
▼orani^setst» sie habe keine ▼ielfachen Pancte^ gleich 3ii(ii— 2) 

Es sei nun d ein Doppelpunct von Cn* dann gehen alle 
erste l'olaren durch d und die Curve von Hesse des durch 
sie gebildeten Netzes, welche auch die Hessesche Curve der 
Curve Cn ist, (m. s. Nr. 90a. und Nr. 92.), geht zweimal durch 
d und hat hier nach Nr. 96rf. die beiden Tangenten mit der 
ersten Polare dieses Punctes selbst geraein, das heiszt nach 
Nr. 72., dieselben Tangenten wie die gegebene Curve. Der 
Punct d gilt also nach Nr. 32. für sechs Durchschnittspuncte 
der Curve von Hesse mit Cn. Durch jeden Doppelpunct ver- 
liert also die Curve sechs Wendepuncte. 

Es sei femer d eine Spitze Ten Cn nnd T die Rfiekkehr- 
tangcnte. In diesem Falle gehen alle erste Polaren von Cm nach 
Nr. 74c. dorch d and herObren in ihm die Gerad* T. Die 
ffetseseke Cnrve dagegen hst nach Nr.97tf. drei Zweige» die 



*) PlüehBTf ßftiem der anafytischen] Geometrie, B^n, Dnnicer nnd 
Hnmblot, 18S6. S. 264. — Hesse, Ueber tke WeruUpmnete der Cmrvt» drüler 
Ordmmg, {Cnlle* Journal T. S8. Berlin, B«imtr, 1844. 8. 104). 
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durch d gehen, und von denen zwei T berühren und zwar in d. 
Daher gilt d für (icht Purchschnittspuncte von Cn mit der Curve 
von Hesse. Durch jede Spitze gehen also der Curve acht 
Weodepuncte verloren *). 

dat daher Cm 9 Doppelponcto md « 8pitsen« so ist die 
Zahl der Wendeponete dnreh die Pormet gegeben: 



Nach dem Prlnclp der DnalitSt hat daher eine Corvo «-ter 
Classe mit t Doppeltangeoten and i Wendetangenten 



Rückkehrpuncte. 

Die 80 gefundenen Tior Gleichongen gelten aber, da sie 
nieht von einander nnabhüngig nind^ nur fflr drei. Ee ist näqi; 
lieh, weon man Gloiehnng (1) mit drei muHiplieiert und tob 
GMehung 0) anbteahiert» 

(6) X— *=3(»-»*), 

und dteee Gloiehnng läszt eich auch ehenso ans den Gleichun- 
gen (2) and (4) herleiten. 

Zwischen den sechs Gröszeii fi, m, 5, x, r, * existieren 
also drei unabhängige (ileichungen, so dasz man daher, wenn 
von ihnen drei gegeben sind, die übrigen bestimmen kann. So 
ergibt sich z. B., wenn n, 6, x gegeben sind, der Werth von 
T, indem man m und t aus den Gleichungen (1)« (2) und (3) eli- 
miniert. Man erhSlt dann: 

{t « i,n(n - 2)(n«-9) - (23 +3«)(ii»-«^a) 
+ 2d(d - 1) + - 1) + 6d 

Bin« sehr branchharo Formel erhilt man noch dmch Sub* 
tnMÜen der Oleichnngen (9 nnd (]) und naebherlge Elimination 
▼OB n^ft mittolat (Ö>. Dien gibt nimllchi 

(7) 2(d--T) = (»— m)(ji -f m— 9). 

*) Cayley, Recherches sur V^mmation et fmr Im Iki m» dt» cmrht», 
{OnÜM JoniBBl, T.84. Berlin, Baimsr» 1847. a49> 



(3) 



(4) 
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Die obigen nichtigen Relationen zwischen der Ordnung, 
der Classe and den Singalaritäten einer ebenen Curven sind 
von Ptüeker entdeckt *). 

101« Weitere Relationen zwischen der Ordnung, 
der Clause und den Singularitäten einer Curve« Soll 
eine Gurve einen Doppclpunct haben, ohne dasz dieser gegeben 
ial^ 80 gilt das für eine Bedingung. Za diesem Zwecke genügt 
es nämlich, dasz drol erste Polaren, die nicht zu demselben 
Büschel gehören, einen gemeinschaftlichen Punct haben* Soll 
aber die Curve einen Stillstandspunct haben, ohne dasz def- 
selbe gegeben ist» das heiszt also, sollen drei erste Polaren, 
die nicht ss demselben Büschel geboren, sich in einem Puncto 
berfibreoy so ist das soviel als %wei Bedingungen. Hat daher 
eine Corve n-ter Ordnung d Doppelpuncte und % Spitzen, so 
jst sie nach Nr. 34. durch \n{n-\-Z) — d — 2^ Bedingungen be* 
stimnit. Dem Princip der Dualität nach bestimmen folglich eine 
Car?e der m-ten Classe, die r Doppeltaiigenten und $ Wende- 
tangenteo besitzen soll, ifli(fli-|-3)— 2» Bedingungen. 

Laszen wir nun die Zahlen n, m, ö, x, t, i sich auf die- 
selbe Curve beziehen, so musz die Gleichung bestehen: 

(8) +3) - d -S^ = lm(m -fa)— V — 2». 

Diese Formel, die sich auch ans den Formeln (1)— (7) 'ableiten 
llesze, kann aber auch, wenn sie wie hier a priori abgeleitet 
wird, dazu dienen, um mit zwei beliebigen der Gleichungen 
(1>— (7) zusammen, die sftmmtlichen andern aufzustellen 

102. Charakteristik einer Curve einer beliebigen 
Ordnung ohne vielfaehe Punete. Wir werden, von hier 
unsere Ausgang nehmend, im Folgenden die Bigensehaften einer 
Curve fi*ter Ordnung untersueben, die whr In genügender AIK 
gemeinbeit unter allen derselben Ordnung In der Art auswiMen, 
dasz dieselbe, so lange wb keine andern Bestimmungen treffen, 
von der fi{n — l)-t^n Classe sei, keinen vlelfaeben Punct be- 



*) Theorie der algebraischen Oarvetif S. 211. 
Salmon, Higher plane airoee, p.OS. 
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oitie, dagegen 8fi(ii— -2) WendepuDcte und Mii— 2)(ii*-~9) 
Doppeltangenten. 

Die ersten Polaren dieser Curve bilden ein Netz der (n— 1)- 
ten Ordnung, die Hessesche Curve dieses Netzes berührt Cn 
in ihren 3fi(n — 2) Wendepuneten ; die Curve von Steiner fiBr 
das Netz (Nr. 98a.)> nach Nr. 88rf. auch die Steiner scke 
Curve von Cn ist, hat die Ordnungszahl 3(ii — 2)^. 

§. 17. 

Hie €iir%'e, welche eine Polare ersEeogt» wenn aieli 
#er Fol naeli fiesttBuntem Clesetae tewcgt» 

103. Ordnung und Singularitäten der Einhüllen- 
den der geraden Polaren derPuncte einer gegehenerf 
Curve. Wenn ein Punet, als Pol in Bezug auf die Funda-' 
mentaicurve Cn aufgefaszt, sich auf einer zweiten Curve Cm der 
m-ten Ordnung bewegt, so werden die geraden Polaren von 
einer Curve K umhüllt, von der wir schon in Nr. 81. fanden, 
dasz sie von der 7n{n — l)-ten Classe sei. Die Tangenten, 
welche von einem beliebigen Puncte o sich an die Curve K 
legen laszen, sind die geraden Polaren der m{n — I) Puncte, in 
denen Cm von der ersten Polare von 0 in Bezug auf Cn ge- 
schnitten wird. 

fl. Ordnung und Singularitäten der Curve K. Ist 
0 80 gewählt, dasz seine erste Polare Tangente von Cm vvird, 
so fallen zwei der geraden Polaren durch 0 in eine zusammen, 
und es ist also o nach Nr. 30. ein Puiict der Curve iT, die sich 
daher als Ort der Pole auttaszen läszt, deren erste Polaren Cm 
berühren. Diese Eigenschaft gibt das Mittel, die Ordnung von 
K zu finden, das heiszt, die Zahl der Durchschnittspuncte einer 
beliebigen Geraden L mit K. Die ersten Polaren der Puncte 
von L bilden nämlich nach Nr. 77. ein Curvenhflschel , und es 
sind also nach Nr. 87c , sobald wir annehmen, Cm habe d Dop- 
pelpuncte und x Spitzen, in L m{m-\-2n — 5) — (25 + 33c) Puncte. 
deren erste Polaren Cm berühren, das heiszt« die Ordnungs- 
zahl von K ist gleich 

m(M-|-3fl-6)-(2a-|-3ii). 

■ 

■Cr« Mona» Xftmc Cvfv«». 10 
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Es ist augenblicklich klar, dasz die Wendetangenten von K 
die geraden Polaren der Ruckkehrpunete von Cm bM. K hat 
daher % Wendepuncte. 

Da wir jetst die Claase, die Ordnaog und die Zahl der 
Wendepunete tos K kennen, ao finden wir mittelst der in den 
Nrn. 99. und 100. entwieiceiten Formeln von PiUeker, daas 
dieselbe anaserdem 

i { mim + 2» - 5) - (2d + 3a) | »— i»(5»i -|-6ii-21)-flUdi-V« 
Deppelpunete, 

3m(Mi-fii— 4)— (6d-^8a) 

Spitzen und 

im(ii-2)(mn--3) + a 
Doppeltangenten besitzt 

ö. UebertraguDg des Gefundenen aut ein Curven- 
netz. Nun ist es klar, dasz jeder Doppelpunct von K der Pol 
einer ersten Polare ist, welche Cm in zwei verschiedenen Pun- 
cten berührt; dasz ferner ebenso jede Spitze von K eine erste 
Polare hat, welche mit Cm eine dreipunctige Berührung ein- 
gebt, und dasz jede Doppeltangente von JT, als gerade Polare 
betrachtet, entweder zwei verschiedene Pole auf Cm hat> oder 
zwei io einen Doppelpunct von Cm vereinigte Pole. 

Da nnn die Eigenschaften des Systems der ernten Polaren 
in Beang auf Cn sich auf ein beliebiges Curvennetz auadehnen 
lasten, ao erhalten wir ana dem Vorhergehenden die Sfttse: 

Lehrsatz I. Die Zahl der Curven eines Netz-es der 
(n—^'ten Ordnung, welche eine gegebene Curve m-ter 
Ordnung^ die ö Doppelpuncte und x Spil%en öesHU, in %wei 
Punclen berühren, ist gleich: 

Lehrsatz II. Die Zahl der Curven dieses Netzes aber 
He mit der Curve m-ter Ordnung eine dreipunctige Be^ 
rilArung eingehen, ist gleich: 

3m(m -f «— 4) — (6d Hh 8a) *). 



*) Biteko/f, o.a. a 8.174—176. 
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c. Zahl der Puiicte einer Curve, deren erste Po- 
laren die Curve selbst berühren. Jeder Punct von K ist 
der Pol einer ersten Polare, die Cm berührt, so dasz, wenn 
man die Darcbscbuittspuncte voo K und Cm betrachtet, sich 
der Satz ergibt: 

Lehreatz III* In einer Curve Cm der m'ien' Ordmuiff 
mU d Doppelpuneten und x SlpUten g0t ee m*(i»+2A— 5) 
— m(*2^-^3x) Pimete, deren erete Polaren in Bemig eiefCm 
die Curve Cm berühren» 

Ut ffll = 1> so entsteht hieraus: 

Lebrsats IV. In einer beHM$en Geraden gibt ee 
2<fi— 2) Püneie, deren erete Polaren in Bemi0 UMtdie Plm- 
damemaienree C« die gegebene Gerade eeibei berühren. 

ist die Gerade eine Tangente von Cu, so fallen zwei dieser 
2(ii — 2) Pole mit dem Berührungspuncte zusammen, es gibt 
folglich in einer Tangente von Cn noch 2(n — 3) Puncte, für 
welche die erste Polaren nach Cm die Tangente selbst berühren. 

d. Die Curve Cm und Cn sind dieselben. Fällt in 
obiger Untersuchung die Curve Cm mit Cn zusammen; so besteht 
die Curve K offenbar aus Cn selbst und aus deren Wendetangen- 

'Ti^tyU ten, *ux-4iaHz~ein jeder Punct der Curve und der Tangenten nach 
Nr. 71. und Nr. 80. ein Pol einer ersten Polare ist, welche die 
Fundamentalcurve berührt. In diesem Falle sind die Doppel- 
puncte von K die Durchschnittspancte der Wendetangenten mit 
der Curve Cn, die Spitzen von AT werden durch die Wendepuncte 
Ton Crif jeden zweimal gezählt, dargestellt und die Doppeltan- 
genten von A' sind die Doppel- und Wendetangenten von Cm» 

Die Doppelpuncte von K sind nach ö. die von ebeD 
aoTieieu ersten Polaren, welche die Grnndcurve svreimal lierfih* 
ren. Ins Besondere berührt nach Nr. 80.» weno o ein Durch- 
schnittspanct zweier Wendetangenten derselben ist, die erste 
Polare von o die Curve Cn in den beiden entsprechenden Wen- 
depuncten, und ist 0 der Durchschnittspunct voo Ca und einer 
Wendetangente, so berührt die erste Polare von 0 nach Nr. 71. 
Cn in 0 und nach Nr. 80. im Berührungspuncte der Tangente. 
£s gibt daher 3ii(ii— 2)(i}— 3) erste Polaren» welche Cm swel- 
mal berühren y und deren Pole auf Cm selbst liegen» und 

10» 
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— 2){3#i(«— 2) — 1) erste Polaren, die ebenfalls xweioial Ca 
berfibreo, deren Pole aber auszerbalb Cm. liegeo. 

e. Die (n — l)-te Polare von C». Die Curve K, das 
beiszt die Einhüllende der (n — l)-ten Polaren der Pancte von 
Cm, beiszt die {n—l)'te Polare von Cm*). 

Setaeo wir m= ao ergibt aich, daaa die («— iHe Po- 
lare einer Geraden daa heiasi die Eiabolleode der geraden 
Polaren der Pancte von R, oder ancb der Ort der Pole der 
eraten Polarea» die R berfihren» eine Cnrre der — ])*ten 
Claeee und der 2(fi— i^-ten Ordnung iat mit 3(ii— 3) Spitsen. 
2(ii^$(ii~4) Doppelpnneten nnd 3) DoppelUn- 

genten. Daa gibt den Sats: 

Lehrsatz V. Es gibt in Bezug auf eine gegebene Grund' 
curve immer 3(n ~ 2) erste Polaren, für welche eine gege- 
bene Gerade R eine Wendetangente y '2(« — 3)(n — 4) erste 
Polaren^ für welche R eine Doppeltangente ist, und auszer- 
dem 2)(»--3) Gerade, deren Jede uoei Pole auf R hat. 

f. Doppelte Definition der ersten Polare eines 
Punctes. Geht tiie {n — l)-te Polare der Geraden R durch 
einen gegebenen Punct O, so ist dieser der Pol einer ersten 
Polare, welche nach b. R berührt. Folglich wird, wenn die 
(n — l)-te Polare sich ändert, indem sie sich um den festen 
Punct 0 dreht, die Gerade R von der ersten Polare von o um- 
hüllt. Wir haben somit zwei Definitionen der eraten Polare 
eines Punctes: 

Lehraata VI. IHe erste Botarf einee Fimetee o ist der 
Ort der Pole, deren (n-^lyte Polarem steh In o sehneidem, 
und auch die RMUliende der Geraden, deren (n-^l)^ 
Feiaren dnrek o gehdn, 

104. Einhüllende der Polaren derselben Ordnung 
der Puncte einer gegebeneu Curv e. Es bewege sich ein 
Pol p auf einer Curve Cm der m>ten Ordnung, die ö Doppel- 



*) Es ist also ftür das Folgende sehr wol twMchtm Polan eisM PniietM 
und Polare einer Conre sa nsterscbeiden. 
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puncte und x Spitzen hat. Von welchem Index ist dann die 
Reihe (deren Deßnition wir in Nr. 34. gaben), weiche durch die 
r-ten Polaren von p in Bezug auf die Fundamentalcurve Cn ge- 
bildet wird, und von welcher Beschaffenheit ist ihre Einhüllende? 

a. Index der Reihe der r-ten Polaren. Geht die 
r-te Polare von p durch den Piinct o, so liegt nach Nr. 69 a. 
der Pol auf der (n — r)-ten Polare von o, das heiszt, er ist einer 
der r.m Durchschnittspuncte dieser Polaren mit der ges;ebenen 
Curve Cm. Durch 0 gehen also r.m r-te Polaren von Puncten, 
die auf Cm liegen, das heiszt, die r-ten Polaren der Puncte 
von ,Cm bilden eine Reihe vom Index r.m. 

ö. Die (n— r)-te Polare berührt Cm. Berfihrt die 
(fi— r)-te Polare von o die Curve Cm in einem Puncte, so fallen 
In o zwei r-te Polaren zusammen, und o ist ein Punct der Ein- 
hfillenden der Curven der oben gegebenen Reihe. Daraus flieszt 
der Satz: 

Lehrsatz VII. Die Einhüllende der r-ten Polaren der 
Puncte einer Curve C,n gleichzeitig der Ort der Pole 
der (n—r)'ien Polaren, welche die Curve Cm berühren* 

e. Ordnungszahl der Ein hüllen den der r-ten Po- 
laren ; r-te Polare einer Curve. Welches ist die Ordnung 
dieses Ortes? oder wieviel Puncte liegen auf einer beliebigen 
Transversale L, deren (n — r)-te Polaren eine gegebene Curve 
Gm berühren? 

Die (ii«-r)-ten Polaren der Püncte der Geraden L bilden 
nach a. eine Reihe der r-ten Ordnung vom Index (it—r). Naeh 
Nr. 87«;. berühren daher (n— r){m(m-f-2r-3>— (2d-|-3»)i von 
ihnen die Curve €». Dies gibt den Sats: 

Lehrsatz Vlll. Die Einhüllende der r^fen Maren der 

Puncte einer Curve der m-ten Ordnung mii d^Doppelpun' 
den und » Spilten ist eine Curve der Ordnung 

(«— r)l«i(i» + 2r — 3) — (2d + 3»)|. 

Diese Curve nennt man die r^te Polare der gegebenen 
Curve Cm in Bezug auf die gegebene Fundamentalcurve C»*)» 

*) Suinery a,a,0. 8. 2— 8. Msa beachte such die letite Anmerkiuig. 
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d» Die erjste Polare einer Curve von bestimmter 
C las 8 6. Setzt man r = 1 und bezeicboet die ClaM» der Carve 
Cm durch m', da« beiszt« setzt man 

M' = 1)— (sa-f a»), 

so hat man nach Mr. 99. deo Satz : 

L ehraats IX. JHe erste Bekare ekier Cwree 4er m'-iem 
Claeee, dae ketmU i«r Ort der Feie der 0eraden, welche 
e§e kerükrem, Ut eine Cmree der n^iß^iyten Ordnung, 

Dieae Cnnre enthält die Puncte, in welchen die Funda> 
meotalcorve fod den Tangenteo berührt wird» welcbe sie mit 
der Corve der m'-ten CUaae gemein bat 

Für m' = ] kommen wir auf die in Nr. 103/1 gegebene De- 
finition der ersten Polaren eines Panctes zurück. 



e. r-te Polaren einer Geraden. Setzen wir m=l, 
so eotatebt: 

Lebraa^tz X. Die r-te Fetare einer Geraden ist eine 
€arve der ^{r^l){n^ryten Ordnung, Die erste Polare 
einer Geraden ist aleo von der nullten Ordnung. 

Die letztere besteht nach Nr. 77. wirkücb nur aus deo (» — 1)* 
Polen der gegebenen Geraden. 

Fflr rsn— 1 erhalten wir daa aehen oben In Nr. 103«. 
gefnndene Reanltat wieder. 

/. lietbode, die Ordnung gewiazer Einbauender 
xn bestimmen. Die Ordnung der r*ten Polare einer Geraden 
11 kann man aneb direet auf folgende Welse bestimmen. Wir 
betrachten nimlicb zu diesem Zwceke diese Csr?e als Ort der 
DnrebsebnItfBpuncte zweier unmittelbar folgender Curren der 
Reibe vom Index r und der (»— r)-ten Ordnung, welebe.nacb 
Nr. 34. die r-ten Polaren der Pnncte von B bestimmen. 

Ist a ein beliebiger Punct von Jf, so liegen die Pole der 
r-ten Polaren, welebe durch a gehen, auf der (»— r)-ten Po- 
are von a, die R in r Puncten a' schneidet Nehmen wir um- 
gekehrt einen beliebigen Punct auf so scboeidet seine r-te 
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Polare diMe Getade In ii— r Poneteii a. Beiiefaen wir daher 
die Puncte a ood «' aof deneelbeii Anfang o, eo beafelit unter 
den Aliaciinitten oaf eine Gleichang.dc«~7^ten Grades, und unter ^ ^, V,. 1/ 
den Aiieclknitteli oa eine eolcli§"dee (ii— rHen Grades. Der ^AtA. 
Pnnct « liegt nun auf der gesncbten Cnrve» Sebald swei der ^ ' 
r durch ihn gelegten r-ten Polaren zusamtnenrallen. Die Be- 
dingungsgleichong» dast die obenerwähnte Gleichung flir 9af 
zwei gleiche Werte hat» ist aber filr die CoefBcienten vom Grade 
2(r— 1), und die für oa folglich vom Grade 2(r— ])(ii-r). Die 
Gerade Jl hat also mit dem gesuchten Orte 2(r~1)(ii— r) 
Puncto gemein und die Einhfillende der r-ten Polaren der 
Puncte einer Geraden ist daher eine Curve der 2(r— r)- 
ton Ordnung. 

Dieselbe Betrachtun!^ kann man in vielen Fällen zur Be- 
stimmung der Ordnung einer Curve, welche die Curren einer 
Reihe einhüllt, anwenden. Ist z* B. die Reihe von der r-ten 
Ordnung und vom Index s, und man kann eine Punctreihe con« 
struieren, welche ihr projectivisch ist, derart, dasz zwischen 
den Curven der Reihe und den Puncten der Geraden eine Be- 
ziehung besteht, nach der jeder Curve nur ein Punct der Gera- 
den entspricht und umgekehrt, so ist die Einhüllende von der 
2(r — ])tf-ten Ordnung. Für « = 1 entsteht so der Satz: 

Lehrsatz XI. Entspricht der Reihe der Tangenten 
einer Curve der r-ten Classe eine projectivische PuncirMe, 
90 ist die Ordnung der Curve einfach 2(r — !)• 

g. Doppelte Definition der Polare eines Punctes. 
Geht die (w— r)-te Polare einer Geraden durch einen gegebenen 
Punct O, so ist dieser nach ö. der Pol einer r-ten Polare, 
welche diese Polare berührt. Folglich gilt der Satz: 

Lehrsatz XII. Die r-ie Polare eines Punctes o, oder 
auch der Ort der Puncte, deren (n—ryte Polaren durch 
i^. gehen, ist auch die Einhüllende der Geraden, deren 
(n—ryte Polaren den Punet o enthalten. 

Wir haben somit sowol die Polaren der Puncto» als die 
der Curven auf doppelte Weise definiert, sowol als Orte» als 
als Einhfillende y und gerade in dieser doppelten Definition 
seheint das Geheimniss der so grossen Fmehtbarhelt der Theorie 
der Polaren sv liegen« 
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k. Sätze Ober Polaren von Corveo. In o berSbre 
die r-te Polare einer Corve C eine ztveite Curve C, Km be*> 
rSini diMe Polare in o eine r-te Polare eines Punetes & von 

uod umgekehrt wkd nach b. die Curve C in o' voo der 
{n — r)-tea Pelare von o beribrt Aber die r-te Polare yoo & 
berührt in o auch C\ so dass endlich die (» — r)-te Polare tod 
o in 0' die (» — r)-te Poler» fod C berfibreo wird. Des gibt 
den Setz: 

Lehrsatz XIII. Berührt die r-te Polare einer Carte 
C eine zweite Curve C, so berührt umgekehrt die in-~r)'ie 
Polare von C die erste Curve C, 



t Sätze über Polaren von Curven. Fortsetzung. • 
Eine Gerade R sei die (r — ])-te Polare eines Punctes o in 
Bezug auf die {n — r) te Polare eines andern Punctes o', oder» 
fras dasselbe ist — m. s. Nr. 69 c. — , die (» — r)-te Polare von 
& in Bezug auf die (r — l)-te Polare von o. Laszen wir R sich 
bewegen, und von einer Curve C umhüllt iverden, so ist der Ort 
des Panctes O, wenn irirO' ale fest annehmen, nach d. die erste 
Polare von C in Bezug auf die (n — r)-te Polare von o'; bleibt 
umgekehrt 0 fest, während ü die Curve C umhüllt, so ist der 
Ort von O' die erste Polare von C in Bezug auf die (n — r)-te 
Polare Ton Q. Folglich gilt der Satz: 

Lehrsatz XIV. Geht die erste Polare einer Curve C 
in Bezug auf die (r— IJ-te Polare eines Punctes o durch 
0', so geht die erste Polare von Cin Bezug auf die (n — r)- 
te Polare von o' durch o und umgekehrt. 



106. Ort der Terbnndenen Pole elnee beweglichen 
Pole«. Die (»— IHe Polare einer Corve Cm der m-ten Ord- 
nung iet nach Nr. 81. eine Curve IT der «i(ii-^l)-ten Clatee. 
Dero entsprechend ist nach Nr. 104 A die ersten Polare von 
K eine Cnrve der m(ii— l)Men Ordnung. Diese Curve scbliesst 
auch die gegebene Cm mit in sich ein« und es hit rolglich K 
nicht nur die Einballende der geraden Polaren von Cm, eondem 
auch nach Nr. 103 a. der Ort der Pole der ersten Polaren, 
welche Cm berühren. Durchllluft also ein Punct o eine Cnrve 
€!m9 «0 beschreiben die andern («— 1)*-^1 Pole der geraden 
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Polare von o eine Curve . der 1)* — j» = mn{n — 2) - ten 

Ordnung. 

Zu. diesm Resnltato gelangen, wir aveb» M der Laeang 
der A1i%abe: Wenn ein. Punet.o eieii anf einer beliebigen 
Gurve bewegt, welche Carve besehreiben dann die Qbrigen 
Pole der geraden Polare von o? 

Wir nehmen zuerst als die gegebene Curve eine Gerade Jt 
an, und untersuchen» in wieviel Puncten dieselbe den gesuchten 
Ort achoeidet Nach Nr. 103 ^. gibt es i(» — 3) Gerade, 
deren jede zwei Pole auf R hat, folglich sind die (n — 2)(fi— 3) 
Pole dieser Geraden ebenso viele Puncte des gesuchten Ortes. 
Bedenken wir nun noch, dasz nach Nr. 906. in jedem Puncte 
der Curve von Hesse zwei Pole ein und derselben Geraden 
zusammenfalien, dasz also die 3(n — 2) Durchschnittspnncte der 
Curve von Besse mit M auch dem gesucliten Orte angehören, 
80 ubersehen wir augenblicklich, dasz der gesuchte Ort 
(fl-2)(»— 3)4-3(11— 2) Puncte mit R gemein hat» das heisst, 
derselbe ist von der «(n— >2)-ten Ordnung. 

Ist nun ferner statt der Geraden eine beliebige Curve Cm 
gegeben, so müszen nir untersuchen, wie oft eine Gerade einen 
Pol auf Cm und gleichzeitig einen solchen auf einer beliebigen 
Geraden R hat. Die verbundenen Pole der Puncte von R lie- 
gen nun aber, wie wir vor Kurzem nachgewiesen, alle auf einer 
Curve der n(fi— 2)-ten Ordnung, welche Cm in m.n(n — 2) Pun- 
cten schneidet. Es gibt also m.n{n — 2) Puncte auf Cm, deren 
jeder einen verbundenen Pol auf i{ bat» und daraus (olgt: 

Lehrsats XV. Beschreibt ein M eine Ctarve m-ter 
Ordnung, so ist der Ort der ikm verbundenen Pole von 
der m^nin-^^yten i)rdnung. 

106. Ort (Ter Dorchschnittspuncte der ersten und 
aweiten Polare eines sich bewegenden Punctes. Wir 
lassen sich einen Pol auf einer Curve Cm der m-ten Ordnung 
bewegen und ontersuchen den Ort der Üurchschnittspuncte der 
ersten und zweiten Polaren des beweglichen Peles in Bezug 
auf die Grundcurve Cit» Geht durch den Punet i einer Geraden 
Jt eine erste Polare, so liegt der Pol derselben auf der geraden 
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Polare von i» die natOHich Cm in m Hancten schneidet, deren 
sweite Polaren die Gerade A in miß — 2) PuDcteu f treffen. 

« 

NimBit oiao Mgekebrt eines beHobigen Ptonct f tob B, 
dnrdi den eine streite Polare von i gehen soll, so liegt der 
Pol derselben nvf der coniscben Polare von f und diese be* 
rfllirt Cm in m Paocten. Die ersten Polsren dieser Pnncte be- 
stimmen nun nnf B 2ii(ii— 1) weitere Panete i. Jedem Pnnete 
{ entopreehen demnseli «(n— 2) Pnnete nnd jedem Pnncte 
t ebenso ^mlth^l) Pnnete i. Es gibt deshalb in Jl nach Nr. 88. 

Pnncte von denen jeder mit dem enteprecbenden Puocfo f 
snsaromenftllt Ber On i§t folgUek eine (harve U der «i(3to— ^ 
tem Ordnung. Ofenbar berührt dieselbe Cm, in den n,m Dnreh- 
sebnittopnncten Ton Cm nnd Cm$ so dass also in diesen Poneten 
nScb Nr. 71. die ersten nnd anreiten Polaren sieh nntereinander 
nnd die Curve Cm beiübren. 

Da auszerdem durch einen Wendepunct der Grondcurve 
nach Nr. 80. jede erste Polare' eines beliebigen Punctes der 
betreffenden Wendetangente geht, so musa die Carve ü so oft 
durch einen Wendepunct Cn gehen, als es gemeinschaftliche 
Pnncte von Cm und der Wendetangente gibt. U geht deshalb 
m-mal durch jeden der 3ii(ii— 2) Weodepuncte von Cm*). 

a. Die Curve Cm fällt mit Cn zusammen. Fällt Cm 
mit Cn zusammen, so enthält U offenbar zweimal die Funda- 
mentaicurve. Sehen vcir von dieser ab, so bleibt eine Curve 
der 3n(n — 2)-ten Ordnung übrig, för welche die Wendepuncte 
von Cn (n — 2)-rache Puncte sind. Durchläuft also ein Pol die 
Grundcurve, so erzeugen die {n — ])(» — 2) — 2 Puncte in denen 
sich die erste und zweite Polare schneiden, eine Curve der 
der 3fi(fi — 2)-ten Ordnung die (» — 2) Zweige hat, welche durch 
jeden Wendepunct von Cn gehen, und von denen einer mit Cn 
eine dreipunctige Berührung eingeht. Dies ist sogleich klar, 
wenn man beachtet« dasz jede Wendetoogente der Grnodcorve 



*) Clehsrh, Ueher eine OtMe wm EUmfmes&oMfiroMmm mtd fi&er «btSge 
Ptincte der Theorie der PoUxrtm. {Or$lU'Boraknrd*i JOttHUd, T.B8. 
Bertia, Btiaer, 1861, & 979). 
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Puncte mit dieser geroeio hat, nämlich den Weodepunct 
und II »3 einfache Dnrcbschoittopuncte. 

ö. Ort der Durchschnittspuncte der r-ten und 
«-teil Polaren eines Punctes. Analog beweist man, dasz, 
wenn der Pol eine Curve Cm beschreibt, die Durchschnitts- 
puncte der r-ten und j-ten Polaren eine Curve der [m,n{r-{- s) 
— 2wi.r.*]-ten Ordnung erzeugen, welche die Grundcurve in 
den Durchschnittspuncten derselben mit Cm berührt. Es ist 
dabei bemerkenswerth, dasz die Zahl m.n(r-\-g) — '2m.r.s sich 
nicht ändert, wenn man r und ii — s für r und s substituiert 

§. 1». 

JkBwemdliuif mdt ikutwem swcltev IMmm« 

107. Pol und Polare der Kegelschnitte, Nimmt man 
in den soeben auseinandergesetzten Theoremen « = 2, so fol- 
gen sehr interessante Resultate für die Theorie der Kegel- 
schnitte. 

In der Ebene der Conre der zweiten Ordnung set ein 
Pol o angenommen» dann Ist nach Nr. 68. der Ort der oonjogier« 
ten harmoniaehen Puncte von o in Bezog auf die Durclischnltts- 
pnnete der Cunre mit einer durch o gelegten» um diesen Pnnct 
aich drehenden Geraden d\%. gerade Polare von o. Geht die 
Polare Ton o durch einen avrelt»n Punct 0^ so geht nach Nr. 6Qa. 
nmgel^ehrt die Polare von & durch o. Alle Gerade» welche 
durch einen Punct o gehen, haben daher Ihre Pole auf der 
geraden Polare von o, und es sind umgekehrt die Puncte einer 
beliebigen Geraden die Pole von Geraden» die sich im Pole 
der gegebenen Geraden schneiden. 

Es bat also jeder Punct nur eine bestimmte gerade Polare 
und umgekehrt jede Gerade nur einen einsigen PoL Daraus 
folgt: 

Lehrsatz I. Die Punete einer Geraden hUden eine prO' 
. jecHvische Puneireihe dee tan ihren reepeeüven Polaren 
gebildeten ^alenbUeehele ; 

und hieraus welter: 
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Lehrsatz II. Das Doppelverhältnisz von vier Geraden 
die sich in einem Puncte schneiden, ist gleich dem Dop^ 
pelverhältnin der Pier Pole dieser Geraden^ 

Nach Nr. 70. scboddet die Polare eines Plinetes o deo 
Fondemeotelkegeiechoitt io den Poncten, in welchen dieser 
▼CO Geraden die durch o gehen, Iterfibrt wird. 

Betrachten wir den Fundamentalkegelscbnitt als eine Corre 
zweiter Classe, so folgt, wenn wir durch einen beliebigen 
Pnnct einer gegebenen Geraden die beiden Tangenten der Curve 
sieheo» dasz der zu der gegebenen Geraden in Bezug auf die 
beiden Tangeoteo zugeordnete harmonische Stral nach Nr. 82. 
durch einen festen Puoct gebt« nämlich durch den Pol der ge- 
gebenen Geraden. 

Zwei Figuren, deren eine die Pete nnd Polaren der Gera- 
den und Pnnete der andern enthält, heisaen polafieeh reziprok. 
Auf die wenigen Principien, die wir soeben aoaeinandereetzten, 
grfindet sich die berOhmte Methode von Poncelet*% mittelst 
welcher man von den Eigenschaften der einen Figur zu denen 
der andern Figur übergeht« 

108. Conjugierte Pole und Polaren. 



Zwei Pnnete o wul 0*, toü denen 
jeder anf der Polare des sndeni liegt, 
litttxen conjugierte Pole, I>ie unbe- 
grenzte Zahl von Paaren conjngier- 
tcr Pole, welche auf einer Geraden 
liegen, bilden eine (juadrutische Invo- 
Intion. deren zweifache Puncte die 
Durchschnittspunct« des Kegelschnit- 
tes mit der Transversale sind. i«'olg- 
lich sind die Fancte des Fnndamen- 
taUcegelBchnittee «Icii lelbst conjugiert 



Die Polaren zweier coi\jugierter 
Pole, das heiszt zwei Gerade, toh 
denen jede durch den Pol der andern 
geht, hciszen conjugierte Polaren. Die 
unbegrenzte Zahl conjugierter Pola- 
ren, die alle durch denselben Puqct 
gehen, bilden eine quadratische Invo- 
lution, deren Doppclstraleu die Tan- 
genten des Fundamentalkegelschnitts 
sind, die num dnreh den gegebenen 
Ponet an denselben legen louui. Folg- 
lich shkd diese Tangenten sich selbst 
conjugierte Polaren. 



*) Cha$le8. Mßnmm de giom^ie sur deux principes gAi&anx de la 
»dence ele. (M^moires conronnft per rAcad^mie B. de Bmxelles, LH, 18S7, 

**) Fencelett IMi dee prapMe pn^eetivee deefsmee^ Fsiis, 18S9. 
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a. Conjugierte Dreiecke und DreUeite. 



Zwei conjngiorte Pole und der Pol 
der Geraden, welche dieselben verbin- 
det, beBdmmen ein Dreieck, in dem 
jede Seite die Polare des Gegenschei- 
tels ist. Das so bestimmte Dreieck 
hciszt dem g^benen Kegelachnitte 
coty'ugierU 



Zwei eo^jngierte Pokren nnd dii 
Pdare ihree Dorchtehnlttipiinetet bil- 
den ein Dreisdt» in welchem jeder 

Scheitel der Pol der Gegenseite iit. 
Dieses Dreiseit heiezt dem gegebenen 
Kegelschnitt onyiijiMrl» 



b, Eigenschaften des einem Kegelschnitte ein» 
geschriebenen Vierecks und des demselben umge- 
sohriebeoen Vierseits. 



Zieht man durch den Punct p swei 
TransYersalen, wdche einen Kegel- 
schnitt in d«i vier Pnncten ^ c« o. </ 

schneiden, nnd sind 9, r die Durch- 
Bchnittspanctedcr Geradenpaare(ca|M) 

und (ab, cd)y so ist qr die Polare Ton 
p, nnd es ist also im Dreieck pqr 
jeder Scheitel der Pol der Gegenseite. 
Dies ist eine unmittelbare Folge aus 
den in Nr. 5. auseinandergesetzten Ei- 
genschaften des vollständigen Vier- 
ecks oicdl Daraus ergibt sich: 

Lehrsatz IIL Aüe einem voll' 

ständiyen Viereck umgesrhrirhenen Ke- 
gelschnitte sind Jcrn Jjrdcrk., welches 
durch die drei Diagonalpunde gebildet 
wirdf conjugierU 



«Zieht man dnrdi iwd Pmete ei- 
ner Geraden P vier Tangenten B, C; 
Äf D an einen g^benen Kegelschnitt 

nnd sind Q nnd R die Gwaden, wel- 
che dnrch die Punctepaarc (Oj4, B'JJ) 
und (A'B, C'D) gehen, so ist der Punct 
Q'R der Toi der Geraden P, und e» 
ist also im Dreiseit PQR jede Seite 
die Polare des Gegenscheitels. Dies 
ist eine unmittelbare Folge ans den 
in Nr. 5. suseiuaudeigesetzten Eigen- 
iohaften' des ToMüliidigen Vierseits 
ABCD, Daraos ergibt ridi: 

Lehrsatz III'. Alle einem Vter- 
se.it eingeschriebenen Kegelschnitte sind 
dem von den drei Diagonalen gebilde- 
ten Dreiseite conjugiert. 



c. Gemeinschaftliche conjngierte Dreiecke oder 
Dreiseite zweier Kegelschnitte. Nach Nr. 89. ist im 
Allgemeinen ein Punct, der in Bezug auf zwei Curven eines 
ßuschels dieselbe gerade Polare hat, für eine Curve des Bü- 
schels ein Doppelpunct, das heiszt, zwei Kegelschnitte können 
auszer dem Dreieck, deszen Scheitel die drei Doppeipuncte 



p. 122. — Memoire sur la thiorie du poUtinB riaprofitu, (Cr« l/eeJoBmal, 
T. 4. Berlin, Reimer 1829. S. ]> 
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de8 Büschels sind, das durch sie bestimmt wird, kein weiteres 
gemeinschaftliches conjugiertes Dreieck haben. Es sind daher 
die Diagonalpuncte des vollständigen Vierecks, das durch die 
gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte zweier Kegelschnitte 
gebildet wird, und die Diagonalen des vollständigen Vierseits, 
das durch die gemeinschaftlichen Tangenten dieser Kegel- 
schnitte entsteht, bezüglich die Scheitel und die Seiten des 
eiozigeo Dreiecks» das beiden CurTen gleichzeitig conjugiert ist 

d. Besonderer Fall des Satzes von Pascal. Der 
Satz von Pascal in Nr. 45 c. fiir ein einem Kegelschnitt ein- 
geschriebenes Sechseck liefert, wenn man den zweiten Eck- 
punct dem ersten unendlich nahe nimmt, und ebenso den iiinften 
unendlich nahe dem vierten; die folgende Beziehung zwischen 
vier Puncten eines Kegelschnittes und den Tangenten in zwei 
derselben : 

Lvhrsati IV. ist ein Viereck einem KegeieekniUe ein- 
peeekriebenf so eekneiden eiek die Tangenien 4nreh M»ei 
der Eekpunete auf der VerMndungsgeraden tweier Diago^ 
na^nmete. 

Hieraus scblieszt man leicht, das die Diagonalen des aus 
vier Tangenten eines Kegelschnittes gebildeten Vierseits die 
Seiten des Dreiecks sind, deszen Scheitel die Diagonalpuncte 
des durch die vier Berübrungspuncte gebildeten Vierecks sind. 

e» Nets zweiter Ordnung« Sind von einem vollstlO' 
digen Vierecke ti^ä die drei Diagonalpuncte p, g » r und ein 
Scheitel n gegeben, so ist dasselbe nnr auf eine einzige Weise 
beatimml»«. Es ist nfinlich der Scheitel ö der an a in Bezug 
auf die Pnncte zugeordnete harmonische Punct, in denen pg 
nnd pr die Gerade ar schneiden ; u. s. w. Folglich bilden die 
Kegelschnitte, welche durch denselben Pünct a gehen, nnd 
demaeilien Dreiecl^ pqr konjugiert sind, ein Curvenbuscbd und 
wir haben daher nach Nr. 92. t 

Lehraats V. Die Qeeamnuheü der KegeleeknUte, die 
einem gegebenen Dreiecke eo^fugiert eind, öildei ein Net», 

f, Netz zweiter Ordnung. Fortsetanng. Die Cur- 
Ten dieses Büschels , welche einen gegebenen Abschnitt so' 
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harmonisch teilen» bilden ein CurTenbfischel. Ut nXiniich i ein 
beliebiger Punct, so haben alle Kegelschnitte, die durch i gehen, 
drei weitere Puncto gemein, das heiszt nach Nr. 49. schneiden 
sie die Gerade 00' in Punctepaaren, die in Inyolotion stehen. 
Nach Nr. 25 a. aber bilden die Punctepaare, weiche 00* harroo* 
niach teilen, ebenfalla eine Involution und die beiden Involutio- 
nen haben ein Paar conjugierter Puncto gemein ; durch i geht 
alao nur ein etniiger Kegelschnitt des Netzes, der den gegebe- 
nen Bedingungen Genüge leistet, w. z. b. w. Mit andern Wer- 
ten, das Netz enthält ein Kegelschnittsbilschel , för dessen 
einzelne Curven die Pancte o und o' conjngierte Pole bilden. 

Zwei Bfischel eines Netzes haben immer eine Cnrve ge- 
mein. Sucht man daher den ' Kegelschnitt des Netzes, für 
welchen o sowol zu 0' als zu 0" conjugiert ist, oder, was das- 
selbe ist, für welchen o die Polare &0" hat, so iäszt die Auf- 
gabe nur eine einzige Auflosung zu, das heiszt, es gibt nur 
einen Kegelschnitt, in Bezug auf den ein gegel>enes Dreieclc 
conjugiert ist, und ein gegebener . Pnnct der Pol einer gegebe- 
nen Geraden. 

^. Bedingung, unter der zwei Dreiecke demsel- 
ben Kegelsebnitte conjugiert sind. Bs seien pgr nnd 
p'q'r* zwei dem Fnndamentalkegelsehnltte conjugierte Drelecice; 
9 und t die Punete» in denen die Geradan p'q' und p'r* die 
Gerade gr schneiden; und t die Pitnete, fai denen g'r* von 
pg und pr geschnitten wird. Ofenbar sind dann die Polaren 
der Puncto g, r, s, t iHm Creraden p{r,g,r',g^, welche ^r* 
in den Puncten r, s', r', ^ schneiden. Das Systeni dieser vier 
Geraden und das ihrer vier Pole hat nach Nr. 107. dasselbe 
anharmodisehe Verhältnisz, das heisst es ist 

also anch nach Nr. 1. 

das heisst, die vier Geraden pg, pr, p'gf, p^r* sebneldeD die 
Geraden gr nnd g'r' in swei Systemen von vier Pnncten, die 
dasselbe Doppetvethlltniss haben. Die seclis Seiten der bei- 
den gegebenen Dreiecke fanden daher nach Nr. 60. ein Sedis- 
seit von Brianthon. Ausserdem haben aber die beiden 
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Büschel von je vier (xeraden p'(q, r, g', r') und p{q, r, q\ r') 
ebenfalls dasselbe anharmonische Verhältnis^, so da$z nach 
Nr. 59. die .sechs Scheitel der eben benützten Dreiecke ein 
Secbsecli; voo Pascal*) bildea* l>araus folgt: 

Lehrsatz VI. Sind swei Dreiecke einem Kegeleehnitte 
umge9chrieben, so sind sie auch einem zweiten Kegel- 
schniite eingeschrieben, und umgekehrt. 

Lehreatz Vli. Damit vwei Dreiecke demselben Kegel- 
schnitte conjugiert sind, ist notwendig aber auch hinrei- 
ehend, das» sie einem andern Kegelschnitte umgeschrieben, 
Oder einem dritten Kegelschnitte eingeschrieben sind. 

Diese Ei£;enschaft kann man auch dahin aussprechen, dasz 
ein Kegelschnitt, der fünf von den sechs Seiten zweier einem 
gegebenen Kegelschnitt conjugierter Dreiecke berührt, auch 
die sechste berührt, und dasz der Kegelschnitt, welcher durch 
fünf der Scheitel dieser Dreiecke geht, aach durch den sechsten 
beschrieben ist. Hieraus folgert sich: 



Lehrsatz VUI. Berührt ein 
Kegelschnitt die Seiten eines einem zxcci- 
tm Kegdschnitt conjugierten Drekck^s, 
80 sind eine unbegrenzte Zahl midcnr 
diesem letzteren conjugierter Dreiecke 
dem erstcji Keijelschniite umgeschrieben^ 
das heiszt, die Tangenten, velche vom 
Pole einer jeden Tangente des ersten 
Kegelschnittes in Bezug cuif den zwei- 
ten ati beide Kegeht^nüte gelegt wer* 
dm hämen, häden em 
StratenbüscheL 



Lehrsatz VTH'- Geht ein iCe- 

gelschnitt durch die Scheitel eines einem 
zireiten Kegelschnitte atr^ugierten Drei- 
ecks, so ist er noch einer unbegr änzten 
Zahl andtrer dem letzten Kegelschnitte 
conjugierter Dreiecke umgeschrieben, deis 
heiszt, jeder Pnnct des ersten Kegel- 
schnitts ist in Bezug auf den zweiten 
der Pol einer Geraden, welche die 6e»> 
den Cbrvm m vier kammdedken Am- 
den tehuidet 



109. Lehrsatz von Hesse. Die einem Viereck etbed 
umgeschriebenen Kegelschnitte werden nach Nr. 49. von einer 
beliebigen Transversale in Punctepaaren geschnitten^ die eine 



•) Stein tr, ßgttematisdU Bumidedung der JbUngigheä geomeiri$dkr 
Chstaken von thrnnder, Berfin 8.808. (AvÜ^ 48). — CkaMU$, 

Mtmmn mr I» Ugma cojybmftt.dbiM k$ tomgßu, (JoanMl d< M. Liou'x 
vilU aoAt 1888, p.A80). 
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lovolutioD bilden. Unter dieAen KegelschnUten sind drei, die 
an« einein Paar gerader Linien bestehen; so dasz also die 
Paare von Gegenseiten {öc, ad), {ca, bd) {ab, cd) des Vierecks 
die Transversale in sechs Puncten \ b^» bi \ c', schnei- 

den, die in Involution stehen*). Werden umgekehrt die Seiten 
eines Dreiecks abe von einer Transversale in den Puncten 
b*, €f geschnitten, und siod diese Puncte mit den Puncten 
bxi Ci derselben Transversale in Involution, so schnmden sicli 
die Geraden aog, bbi, eci in demselben Pnncte ä. 

Es sei nun ein Dreieck abc gegeben, deszen Seiten öc, 
ca, ab eine Transversale bezüglich in den Puncten a', b\ C* 
schneiden; auszerdeni sei ein Kegelschnitt gegeben, für welchen 
die Puncte «i, bi, Cj, die in derselben Transversale liegen, 
die respect. conjugierten Pole von b\ c' sind. Unter diesen 
Bedingungen sind nach Nr. 108. die Punctepaare ; b', bi; 

c\ Ci in Involution und die Geraden a«! , bbi, cCi gehen folg- 
lich durch denselben Punct d. Setzen wir nun noch voraus, 
dasz a und b die respectiven conjugierten Pole von a' und b' 
sind, so sind aoi und bb^ bezüglich die Polaren der Puncte a' 
und b% so dasz dann d der Pol der Transversale ist. Die Po- 
lare von c' ist daher auch er,, und die Puncte c und c' sind 
ebenfalls conjugierte Pole. Wir haben somit den Satz: 

L eb r sats IX. Bilden die Endpmcte zweier IHaganaien 
oßf. tffuf W etme voHeiandigen Viersen» in Bexiug auf ei- 
nen gegebenen Kegelseknttt uoei Paare canfugiertei^ Pole, 
eo sind auch die JEM^nmele der dritten Diagonale ec* con- 
jugierte Pole ßkr deneelben Kei/eleeknitt**), 



*) Fallen die Puncte a, 6, c, d paarweibc zusammen, das hciözt, be- 
rühren sich die Kegelschnitte des Büschels in zwei Puncten a und c, so 
reducieren sich die beiden Paare von Gegenseiten des Vierecks auf die Be- 
rfihniDgssehnc nc, als das System zweier zusammenfallender Geraden be- 
trachtet. Das dritte Paar Oegenseiten wird durch die den beiden gegebenen 
Kegelaehnitleu gemeiiuchaftlidieii Tangenten gebildet. Volgfich bestimmen, 
w«m ein Kegelsobnitt und swei sdner ■ Tangenten Ton einer Transvenale 
geeefanitten verden, die Tier Dnrcbechoittepmiete eine quadratischen Bsvoln- 
tion, 4«vra «iner Doj^'^pnnet auf der Berfihningssebne liegt 

**) fftase. Dt od» ptMdi» üOtmeliam» trtbn M9»«r;$eMrwm secmdi 
wdinis. (Dissertatio pro venia legendi), Bei^onwnti , 1840, p. 17. 

Cremona, JUmiB (kf9$iu 11 
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110. Reciproke Polaren. Durchläuft ein Pol eine ge- 
gebene Curve der m-ten Ordnong, die ö Doppeipuncte und 
% Spitzen hat, so hüilt die gerade Polare in Beiog auf d«ii 
Fundamentalkegelschnitt C% eine zvreite Curve der fit-ten Classe 
mit S üoppeltangenten und x Wendepuncten ein« die nach 
Nr. 103. auch der Ort der Pole der Tangenten von Cm ist 
Diese lieiden Cnnren heissen ree^oke Polaren, 

a, Fälle, wenn die Fundaroentalcarve aus zwei 
Geraden oder zwei Puncten besteht. 



Ist die VnndamrataleBrre d«i 
Sjstem swefer Gecad«a, die lioh im 
Foncte t achneideai so geht die Po- 
lare jedes beHebigen Fttnctes e durch 
Xt und sie ist oadi Nr. 736. der con- 
jogierte harmonische Stral Ton oi in 
Bezug auf das Stralenpaar, aus denen 
der Eundamentalkegelschnitt besteht. 
Die Polare des Punctcs i selbst ist 
aber nach Kr, 72. unbestimmt, das 
heisT^t, jede beliebige Gerade der 
Ebene kann als Polaro von i ange- 
sehen werden. Hieraus folgt, dasz 
jede Gerade, die durch t geht, eine 
unbegrenito Ztlil Pole hat, die alle 
in «n» »weiten Qeraden liegen, die 
gletcb&IIs dnxdi t geht, während eine 
Qerade, die ideht durch t gesogen 
ist» nur diesen einzigen Panet als Pol 
hat*). 

Ist daher eine Curve der /-ten 
Classe gegeben, als Einhüllende von 
geraden Linien betnehtet» so ist ihre 
redpioke Poian, das heisst der Ort 



Ist die Fnadanentalcorre C^, ala 
Binlittllende «weiter Glasse angesehen, 
dn Puactepaar o, o', so liegt der 
Pol ehier jeden Geraden iS anf der 
Geraden oo', und der Abschnitt oo' 
wird durch den Pol nnd die Polare 
harmonisch geteilt. Der Pol der 
Geraden oo* aber ist unbestimmt, das 
hciszt, jeder Punct der Ebene kann 
als Pol dieser Geraden anirenommcn 
werden. Jeder Punct der Gcruden 
üo' selbst hat also eine unbegrenzte 
Zahl Polaren, die sich alle in einem 
zweiten Puncte derselben Geraden 
schneiden, während ^ heliebiger 
ansierhalb oo* gdegener Punct nnr 
diese eine Oerade otf* selbst aar Po- 
lare hat 



Ist daher eine Curve / -ter Ordnung 
gegeben, so ist ihre reciproke Polare, 
das heisst die EinhUllende der Polaien 
ihrer Puncte, das System von r Pnn» 



Ist der Kegelschnitt ein System zweier zusammenfallender Geraden, 
so stellt diese die Polare eines beliebigen Ponctes der Ebene vor. Es ist 
Uar, daaa in ffiesen Mle jede Gerade in der Ebene den Kegelschnitt in 
swei snsamnMwMlenden Pnneten schneidet Analoges lisst sidi Ton einem 
Kegelschnitt, als Bfaihnilende betraektot, sagen, welcher ans dem System 
zweier sQsammen^ender Pimcte besteht 
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der Pole ihrer Tangenten, das System 
von r Geraden , die durch i gehen, 
und die der Kcihc nach die conju- 
^ierten luuinonischeii Stnilcn der ?■ 
Tangenten sind, die nian von i an 
die gegebene Corve in Bezog auf die 
beiden Qeradea, ans denen C, be- 
steht, legen kann. 



168 

I cten, die sämmtJich mit o und o' in 

gerader Linie liegen und in Bezug 
nul" diese beiden Tuncte ilie conjugier- 
tcn harmonischen Puncto der Durch- 
schnittspuncte der gegebenen Curvo 
mit der Geraden oo' sind. 



Jheork der Polaren, 



b, Curve von Hesse eines Netzes zweiter Ord- 
doung. Unter Annahme der links stehenden Voraossetzung 
ist angenhliclclich Idar, dasz i der Scheitel eines jeden conjn- 
gierten Dreiseits sein wird« und dasz zwei Seiten dieses Drei- 
seits mit den beiden CSeraden, aus denen die Fnndamentalcnrve 
besteht, ein harmonisches Stralenbdschel bilden. Ist umgekehrt 
ein gegebenes Dreiseit einem Kegelschnitte conjugiert» der aus 
dem System zweier Geraden besteht, so mfiszen diese sich in 
einem der Eckpuncte schneiden und mit zwei Seiten dieses 
Dreiseits ein harmonisches StralenhQschel bilden; speciell wird 
eine jede Seite des Dreiseits, als das System zweier zusam- 
menfallender Geraden betrachtet« einen dem Dreiseit conjugier- 
ten Regelschoiti darstellen. Die drei Geraden, welche 'das Drei- 
seit bilden, enthalten folglich sSmmtliche Doppelpuncte ^er 
Kegelschnitte, welche diesem Dreiseit conjugiert sind, und es 
gilt daher nach Nr. 92. und Nr. 106«. der Satz: 

Lehrsatz X. Die Curve von Hesse eines Nettes, das 
durch die einem gegebenen Dreiseit conjvgierten Kegel" 
schnitte gebildet wird, ist dieses Dreiseit selbst. 



III. Reciproke conische Polaren. Dero allgemeinen 
Theorem in Nr. 110. gemSsz ist die reciproke Polare eines 
Kegelschnittes K in Bezug auf einen andern Kegelschnitt C% 
ein dritter Kegelschnitt JT. Die beiden Curren K und.JP haben 
dabei die Beziehung unter einander, dasz die Tangenten eines 
jeden von ihnen die Polaren der Poncte der andern i» Be- 
zug auf C% als Fundamentalcnrve sind. In den vier Puncten, 
welche die Grundcurve mit K gemein bat^ wird sie von den 
vier Tangenten, die sie mit K gemein hat, berflhrt, und es 
sind somit naoh Nr. 106if. die drei KegekdHiitte 4, JT and JT 
ein und demselben Dreiecke conjugiert. 

11* 
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a, Fortsetzung. Ist die Polare des Punctes r in Be- 
ll^ auf K, und sind r' und R hezü'glich der Pol und die Po- 
lare von R und r in Bezug auf so musz offeDbar r' der 
Pol voo JRf in Bezog auf K aeio. 

ö. Einem Viereck oder Vierseit iim- oder einge- 
schriebene reeiproke conische Polaren. Die gemein- 
schaftlichen Durchschnittspuncte der beiden Curven K und 
sind in Bezug auf Cj die Pole der gemeinschaftlichen Tangen- 
ten derselben Kegelschnitte. Hieraus folgert sich, dasz, wenn 
mehrere Kegelschnitte ein und demselben Viereck umgeschrie- 
ben sind, ihre reciproken Polaren ein und demselben- Vierseit 
eingeschrieben sein werden, und da die ersten Kegelschnitte 
von einer beliebigen Transversale in Punctepaaren, die in In- 
volution stehen, geschnitten Averden, so stehen auch die Stra- 
lenpaare, die man von einem beliebigen Puncte an die einem 
Vierseit eiogeacbriebeoen Kegelschnitte legen kann, io Invo- 
IttiioD. 

C. Zahl der Kegelschnitte, für weiche zwei ge- 
gebene Kegelschnitte reeiproke Polaren darstellen. 
Sind die beiden Kegelschnitte K und K' a priori gegeben, schnei- 
den* sich dieselben in den Puncten a, ö, c, d und haben sie 
die gemeinschaftlichen Tangenten A, B, C, Dt so musz der Ke- 
gelschnitt, in Bezug auf den K und K' reeiproke Polaren vor- 
stellen, nach Nr. III. dem Dreiecke conjugiert sein, das durch 
die Diagonalpuncte des Vierecks abcd und durch die Diagona- 
len des Vierseits ABCD gebildet wird (m. s. Nr. 108c.). Um 
diesen Kegelschnitt vollständig zu bestimmen, genügt es nach 
Nr. 108/". die Bedingung hinzuzufügen, dasz der Punct a in Be- 
zug auf ihn der Pol einer der vier Geraden Ä, B, C, D sei. 
Hieraus folgt: 

Lehraatt XI. JB» gibt Hüif vier Xeffeiieknitte, im Bemtg 
tmf welche wtoei geff ebene Keffeiecknüte ree^^roke Feieren 
dareieUen» 

4f. Dralacke die ainem Kegelacboitte conjagiart 
und einem zweiten ein- oder smgeaehriebaD aiod. 
Es seien zwei Kagalaobaitte K und JC gegeben, van denen der 
arate einem dem iwalten eonjugiertan Dreieeke pgr umgeacbrie- 
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ben sei. Ut C% ein Kegdachnitt, in Besag auf welcben die 
gegebenen reciproice Pohren vorstellen, ttod sind die Geraden 
Pi Q, R die Polaren der Pancte p, g, r in Bezug auf C^^ so 
wird das Dreiseit PQR dem Kegelschnitt iT nmgescbrlebeii sein. 
Das Dreieck pqr ist aber dem KegelsebnUt JP conjoglert vor- 
avsgesetst^ and es mnss folglicb naeb sr. das Dreiselt FQH 
dem Kegelscbnitte JT conjugiert sein. Das gibt aneh : 

Lehrsatz XII. Isi ein MegeUehniU einem Dreieck um- 
geschrieben, das einem wmeUen Kegelschnitte cot^ugieri 
isi, so ist gleich%eitig dieser weite Kegelschnitt einem dem 
erstem Kegelschnitt eonjuifierktn JH-eiseit eingesekriebeHf 
«fuf umgekehrt*). 

Netimen wir noch Rücksicht auf den doppelten Ausdruck 
des Satzes in Nr. 108^., so haben uir: 

Lehrsatz XIII. Ist ein Kegelschnitt einem Dreiseit ein- 
geschrieben, das einem zweiten Kegelschnitte cor^fugiert 
ist, oder auch einem diesem Kegelschnitte cot\jugierten 
Dreieck umgeschrieben, so ist die reciproke Polare des 
zweiten Kegelschnittes in Bewg auf den ersten die Ein' 
hüllende einer Geraden, welche die beiden Kegelschnitte 
harmonisch schneidet, und die reciproke Polare des ersten 
Kegelschnitts in Bezug auf den weiten ist der Ort der 
Puncte, von denen die Tangenten an die gegebenen beiden 
Kegelschnitte ein harmonisches Stralenhilschei bilden. 

e. Kei^elschnitte, deren Tangenten zwei gegebene 
Kegelschnitte in harmonischen Puncten schneiden. 
Unter der Annahme, es seien zwei Kegelschnitte K und K* ge* 
geben, stellen wir die folgenden atigemeinen Aufgaben**): 

Welches ist die Einhftlleiide einer I Was Ist der Ort der Fanote, dardi 



Qeraden, die wmü gegebene Kegel- 
•dmitle in vier harmoniselMn Fnacten 

scheidet? Wieviel Gerade, die diese 
Eigenschaft besitzen, gehen durch ei- 
nen beliebigen Panct, s. B. durch einen 



welche man ein barmonisches Ten- 
gentenbflschel an swei gegebene Ke- 
gelschnitte legen kann? Wieviel 
Pancte, die diese Eigenschaft besitzen^ 
gibt es aof einer beliebigen Geraden, 



*) Hesse, Vorlesungen über analjftische Geom^rie des Raumes^ Leipzig» 
Teabner 1861. S. 715. 
• •*) V. Staudt, Ueber die Cvrven zweiter Ordnung. Siirubcrg 1831. S. '2h, 



Digitized by Google 



m 



[f. la. 



der vier gemcinschafilicben Durch- 
schuittspunftc a, h, r, d beiden 
gegebenen Kegelscboitte? 

Dualt eine dweh a geibgeae^e- 
Yindo K und f in Tier bmu m itchtB 
Twüßa BoKiieidet, atflnen dfei der^ 

selben mit o «usammenfiallen, das 
heiszt, die einsigen Tangenten, die 
man durch a an die gesuchte Einhül- 
lende Icacn kfinn, sind die beiden 
Geraden, wciciio in diesem Punctc den 
einen oder andern Kegelschnitt berüh- 
ren. Die Einhüllende ist also ein 
Kegelschnitt der die acht Geraden 
bertthrt, welche die Taugenten der bei- 
den gegebenen Kegelachnitte in den 
gisuMinscIiaftüeihen Dnreha^ioittspau- 
cten a, 6, <f danfeeUen. 

Von diesen acht Geraden sind 
nach Nr. III. die vier, welche K' be- 
rühren, gleichzeitig ^Tangenten der 
reciproken conischen Polare II von 
K in Bezug auf JC', und es ßind 
aUo die Kegelschnitte KU F dem- 
sdbtaVierMitfliq^iBSchnebeii« Sehnei- 
det also eine Tangente von JBT, die 
nicht gleichzeitig eine solche Ton K* 
ist| K nnd Ef in hannonischen Pnn- 
ctcn, so follen die Ecgdschnitte H 
und F zusammen. Dies geschiebt 
z. 6. nach d.^ sobald K einem zu K* 
conjugtertem Dreiecke nntgesehrieben 
ist 



z. B. auf einer der gcmeinscbaftlichen 
Tangenton Ä, B, C, D der beiden 
gegebenen Kegelschnitt^? 

Die einsigen DnrebflchnitlBpiineie 
der Geraden A mit dem Orte, den 
idr hesünuBien wollen, sind ofiEenbar 
die Pnncte, in denen diese Gerade 
den einen oder andern der gegebenen 
Kegelschnitte berührt. Der gesuchte 
Ort ist daher ein Kegelschnitt F', 
der durch die acht Puncto geht, in 
denen die gegebenen Kegelschnitte 
von ihren gemeinschaftlichen Tan- 
genten berührt werden. 



Von diesen acht Punctcn gehö- 
ren die vier, Avelcho auf K liegen, 
auch der reciproken conischen Polare 
H' von A' in Bezug auf K an, das 
heiszt, die Kegelschnitte Kt R\ F 
gehOran sn tin nnd denielbai Cur- , 
venhflsohd. Ist mm ein Pnnet rou 
Bfi der nicht auch auf K liegt, Ifit- 
telpnnct eines hannonisdien Tangen* 
tenbflschels an jS^ und so fallen 
die Kegelschnitte Bf nnd W in einen 
einzigen zusammen. Dies geschieht 
z. B. nach sobald K* einem zn K 
co^jugierten Dreiseit eingeschrieben ist. 



Ut C2 ein Kegelsehnitt, fllr den K und JT' reciproke Poln- 
ren sind» sa sind offenbar die Kegelschnitte F nnd F'« so wie 
ebenso B nnd B' In Besng anf ebenfalls reciproke Polaren. 

f* Dreiecke» die einem Kegelschnitte eonjugiert 
und einem andern ein- oder umgeschrieben sind. 
Fortsetzung. Es seien IT, JT, JT' drei ein nnd demselben 
Viereck okeA umgeschriebene Kegelschnitte» nnd es seien 



Digitized by Google 



I 



Nr. nie— III Aw.] Tkewk det Mtrm» 167 

awierden die beiden ersten bezüglich swei Droleeicen umge* 
■ehrieben» die beide denselbeo Kegelscbnitte C2 conjugiert aiod. 
Unter diesen Voraossetsnogen werden die reeiprol^en eoeiseiien 
Polaren ff, ff, ff' der ersten Kegeleehniite in Bezug auf 
nach ^« simmtllch Ten den Geraden A, B, C, D, den Polaren 
der Panete a, ^, e, d in Beaog auf berObrt werden. Die 
Gerade Ä sebneidet daber nach sowol die beiden Kegel* 
schnitte und JT» als die beiden andern und in barme* 
niscben Pnneten, das betest^ die Dnrcfascbnittspnncte von Ä nnd 
£9 sind die Doppelpuncte der quadratischen Involution, welche 
durch die Kegelschnitte des BOschels {KK') anf A bestimmt 
wird. A sehneidet deshalb auch (^.and JSP* in harmonischen 
Puttcten» und es folgt somit nach e. : 

Lehrsatz XIV. Sind in %wei Kegelschnitten je ein ei- 
nem gegebenen Kegelschnitte conjugiertes Dreieck einge- 
schrieben, so ist auch jeder andere Kegelschnitt, der 
durch die gemeinschaftlichen Durchschnittspuncte der 
ersten beiden beschrieben ist, einem dem gegebenen Ke- 
geUchmiUe cot^ugierten Dreiecke umgeschrieben, 

» 

Mlbis. Gurvenreihen zweiter Ordnung. Unter den 
Kegeischiiitteo» die durch vier Puncto a, b, c, d beschrieben 
sind, gibt es nach Nr. 49. %wei, welche eine Gerade L berühren, 
nnd es bilden daher die Kegelschnitte, welche durch drei Poocte 
a, b, c gehen und eine gegebene Gerade L berühren» eine Reihe 
vom Index 2. 

Unter den Kegelschnitten dieser Reihe gilit es nach Nr. 85. 
vier die eine andere Gerade M berühren. Die Kegelschnitte 
daher, die, durch zwei Puncte a und b beschrieben, zwei ge- 
gebene Gerade L und M berühren, bilden eine Reihe vom In- 
dex 4. Die Puncte a, b und die, in denen ab die Geraden 
L und M schneidet, bestimmen eine quadratische Involution, 
deren Doppelpuncte durch f und f bezeichnet werden mögen. 
In ihnen schneiden .sicii nach Nr. 109., Anmerkung 1. die Be- 
rührungssehnen alier Kegelschnitte der Reihe mit den gemein- 
schaftlichen Tangenten L und M. Soll die Berührungssehne 
durch f gehen, und der Kegelschnitt durch einen dritten Punct 
Cy SO gibt es zwei Autlosungen der Aufgabe, die durch die 
Doppelpuncte der andern lovolution iodividuaUsiert werden» 
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irelche die Puncte a, e niit den gemeiiischaftücbeo Durchs 
HchoittspuDcteo der Geraden ac und der Tangenten L ond Jf 
bilden *). Die erwähnte Reihe Kegelschnitte ▼em Index 4 zer- 
fällt also in zwei verschiedene Reihen, jede vom Index % ent- 
sprechend den beiden Büscheln Berührungssehiien, die sich in 
f oder in f* schneiden**). Die geraden Polaren eines beliebi* 
gen Punctes 0 in Bezug auf die Kegelschnitte einer beliebigen 
der beiden eben erwähnten Reihen bilden eine neue Reihe vom 
Index 2. Da die Reihe* Kegelschnitte «nd die Reihe von Ge- 
raden projectivisch sind, so erzengen sie nach Nr. 83. durch die 
g^eneeitigen Durchscbnittsponcte ihrer homologen Elemente 
eine Carre eeelieter Ordnung, die nach Mr. 8S. der Ort der Be- 
rfihrnngspuncte zwischen den Geraden, welche durch o geben, 
and den Kegelschnitten der Reihe ist. Diener Oft int eher 
ans einer Curve der vierten Ordnung und aus der zweimal ge- 
nommenen Geraden ab zusammengesetzt. Ist nämlich m ein 
Pnnct von ab» so führt jeder der beiden Kegelschnitte der Reihe, 
die durch m gehen« auf das System zweier mit ttb zusammen- 
fallender Geraden, und somit, wird dieselbe von der Geraden 
Om in swei mit m zusammenfallenden Puncten geschnitten. Der 
Pnnet m zählt also zweimal als Berübrungspunct zwischen den 
Geraden, welche von o ausgehen, und den Ke|;elschnitten der 
Reihen vom Index 2, die wir betrachten. Die Curve der vier- 
ten Ordnung geht zweimal durch o, und es musz daher eine 
beliebig durch o gezogene Gerade N nach Nr. 85. noch zwei 
Kegelschnitte der Reihe in andern Puncten berühren, und dem- 
gemSsz auch noch zwei Kegelschnitte der zweiten Reihe. Es 
gibt somit vi^r Kegelschnitte, die drei gegebene Gerade L, 
M, A berühren nnd durch zwei gegebene Puncte a nnd ö gehen. 

Aus dem Letzten folgt, dasz die Kegelschnitte, die dureb 
einen Punct a beschrieben sind und ven drei Geraden if, N 



*) Salmon, Anafyii$du Geomeiru dar Kegthdudttej cisiiCMsft bemieUa 
vM W, FiedUry Leipiig, Tenbner, 1860, 8. 809 und 889. 

Gebt die Gerade ab dmch den Pnnct LM, to ftlH einer der Fnncte 
fifndt dieMm snsammen, so dan alio nur eine Beibe Kegelschnitte vom 
Index 8 übrig Udbt, die dem andern PUncte «ntspridu, der mit LM nsan- 
men das Sec^neut ab hannoniseh teilt. Bas heisst, geht die Gerade ab dnrch 
den Fmct LMj so gibt es nnr swei wirkliche KegeTschnltte, die dnreh die 
Poncte a mid b gehen, nnd die Geraden L, M imd eine dritte N berttliren. 
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liwalift werden ein« Reih« Tom Ind«x 4 bestlninien. Die gera- 
d«ii Polarea eines Pvnetee i ersengen eine andere Reibe von 
demaelbeB ladei^ und die lieiden Reiben erzeugen» da eie pro« 
jectivieeh aind» einen Ort der awSlften Ordnung, der eich aber 
in eine Corvo der aeehsfeh Ordnung und In die drei Graden 
a{M'N), a{N'L), a{L'M), jede doppelt gezSblt, aoflSat Durch 
m gehen nftmlieh^ «renn derselbe ein Ponct dieaer Geraden, 
2. B. ü{itN) ist, nor swel wirkliche KegeUchnItte, jeder der 
beiden anderen flllU mit der ala daa Syatom xweler snaammen* 
fallender Geraden anfirafassondeo Geraden a(M'N) znaainmen. 
Die Corvo aochater Ordnung geht viermal dnrcli i, und eine 
beliebig dorch diesen Ponct gezogene Gerado E berührt daher 
in andern Poncten noch iwei Kegelschnitte der Reihe. Dorch 
einen gegebenen Ponct geben abo nur wwei Kegelschnitte, 
welche vier gerade Linien berdbren. 

Hieraus folgt, dasz die Kegelschnitte, welche vier gege- 
bene Gerade L, if, N, H berühren, eine Keihe vom Index 2 bil- 
den. Da dieselbe mit einer zweiten, durch die geraden Polaren 
eines Punctes n gebildeten Keihe von demselben Index pro- 
jectivisch ist, so erzeugen die entsprechenden Elemente einen 
Ort der sechsten Ordnung, der aus einem Orte dritter Ordnung 
und aus den drei Diagonalen des Vierseits LMNH zusammen- 
gesetzt ist. Ist nämlich m ein Punct einer der Diagonalen, so 
ist von den beiden Kegelschnitten der Keihe, die durch m gehen, 
nur ein einziger wirklich ein Kegelschnitt. Der andere redu- 
ciert sich aui die Diagonale selbst, als System zweier zusam- 
menfallender Geraden betrachtet. Die Curve der dritten Ord- 
nung geht zweimal durch n , und eine beliebig durch diesen 
Punct gezogene Gerade berührt daher in andern Puncten noch 
einen Kegelschnitt der Keihe. Es gibt also nur noch einen 
einzigen Kegolacbnitt, der fünf gegebene Gerade berührt. 

a. Zahl der Kegelschnitte, die fünf gegebenen 
Bedingungen genügen. Wir wollen jetzt die Zahl der Ke- 
gelschnitte zu bestimmen suchen, welche fünf gegebenen Be- 
dingungen genügen (durch gegebene Puncte gehen und gegebene 
Curven berühren *)). Ich wiederhole zuerst die folgende schon 
in Nr. 87. bewiesene Eigenschaft : 

*) Diese Cur?ca denkeu wir uns in ihrer bestimmten Ordntmg vollstfta- 
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Theorem I. Wen» m' KegelschniUe einer Reihe von 
Ke§el9ektMem vom Index m eine beliebige Gerade berüh- 
rem, eo 0bi et M'.n + M.nfn — 1), welche eine gegebene 
€fäTve 4er n^en Ordnung berühren» 

Die Zahl ist nach Nr. 86. im AllgemeiiieD gleich 2if, aber 
sie kann eine Verminderung erfahren, wenn wir Ton den Ke- 
geUchoitten, welche die Aufgabe loeeo, die Syeteme von so- 
sammenfalleoden Geraden, die in beetlmmteo Fällen diese bil- 
den y abrechneo. Dies kann offenbar nicht eintreten, wenn die 
Kegeiscfatnitte der Reihe durch vier oder drei gegebene Pnncte 
gehen miiszen. Da wir also für ein KegelscbnitaHiechel ms], 
m'£=2 haben, so geht das Theorem I. Ober in: 

Theorem U. Ea gibt n(n + 1) Kegeleeknttie, die durch 
vier Punete gehen und eine gegebene Curve n-ter Ordnung 
berUkren. 

Das heiszt nun, die Kegelschnitte, welche durch drei ge- 
gebene Punete gehen und eine Curve n-ter Ordnung berfihren, 
bilden eine Reihe vom Index fi(it-f-l),. und.es gibt also 2ii(ii-|-]), 
die eine gegebene Gerade berfihren. Ans demselben Theo- 
rem I. ergibt sich demnach • 2*^ ^ ^ 

Theorem III. Es gibt n.n^in + J)(«i + 1) KegelschniUe, 
die durch drei gegebene Punete gehen und s^ei gegebene 
Curven van der Ordnung n und »i berühren, 

Wir wissen, dasz die Kegelschnitte, welche durch zwei 
gegebene Pnncte gehen und zwei gegebene Gerade berfibreo, 
eine Reihe vom Index 4 bilden, in der es vier Kegelschnitte 
gibt, die eine dritte Gerade berfihren, wenden wir nun das 
Theorem I. an, so entsteht: 

Theorem' IV. E» gibt 4n^ EegeleeMiie, welche durch 
wwei gegebene Punete gehen, und supei gegebene Oerade, 
eo wie eine ebenfaUe gegebene Cwrve n^ter Ordnung be- 
rühren. 

Aus dtfa Theorem III. folgert sich, dasz die Kegelschnitte, 



dig allgemein, das bciszt. ohne jeden vielfachen Punct, und auszerdem sowol 
unter sich, als vou den andern gegebenen Daten der Frage voUst&adig un- 
abhängig. 
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welche darcb zwei Panete gehen ued eine Gerede oed eine 
Curve n-ter Ordnung berühren» eine Reihe vom Index 2n(iifl) 
bilden« in der nach Theorem IV« 4n* Kegelschnitte existieren, 
die eine sweite Geimda herdhren. Folglich gibt Theorem I.: 

Theorem V. Es ffiöt 2n.iii(».i»| — 1) Kegel- 
teäniUe, die durch %wei gegebene Bunde gehen und eine 
gegebene Gerade, sowie wwei gegeöem Cwrven von den 
Ordnungen n und ih berühren. 

Diese Zahl Ist genau gleich 2ii.»|(»-|-l)(fii'f 1) weniger 4i».it|. 

Die Theoreme III. und V. geben die Zahlen m und m' für 
die Reihe der Kegelschnitte, welche durch zwei Puncte gehen, 
und zwei g^ebene Cur?ea berühr^. Folglich gibt das Theo- 
rem L: 

Theorem VI. E$ gibt 

Kegelschnitte, die durch zwei gegebene Puncte gehen und 
drei gegebene Curven von den Ordnungen n, ni, % be- 
rühren. 

Indem wir dasselbe Theorem I. auf die Reibe vom Index 4 
der Kegelschnitte anwenden, welche durch einen gegebenen 
Pnnct gehen und drei gegebene Gerade berühren, von der 
wir wissen, dasz sie je zwei Kegelschnitte* enthält» die eine 
vierte Gerade herfihreo» so entsteht: 

Theorem VII. Es gibt 2/i(2n — 1) Kegelschnitte, die 
durch einen gegebenen Punct gehen und drei gegebene 
Gerade, sowie eine gegebene Cwve der n-ten Ordnung 
berühren. 

Die Theoreme IV. nnd VII. ergeben die Zahlen m and m' 
In Besng aaf die Reihe Kegelschnitte, die duiröh einen gege- 
benen Pnnct gehen, und xwei gegebene Gerade und eine ge* 
gehene Gurve berflhren. Daher Ist nach Theorem 1$ 

T h eorem VIII. Es gibt in.n^{ln,n^ — 1) Kegelschnitte, 
die durch einen gegebenen Punct gehen, und %wei gege- 
bene Oer ade, sowie %wei ebenf€Uls gegebene Cunren der 
n-len und ng'ten Ordnung berühren^ . 
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Analog erbSIt niftn au den Theoremen V. und VIII. 



Theorem iX. £g gibt 
2». «1 . «t t n. «1 • ff« -f (« • -I* % • Iii + % • -ff* «I -l- «a) I 

Kegelschnitte , die durch einen gey ebenen Punct gehen, 
und eine gegebene Gerade, sowie drei gegebene Curven 
von den Ordnungen n, n^, tt^ berühren, 

* 

Ebenso entsteht ans den Theoremen VI. irod IX.: 
Theorem X. £e gibt 
fi . fi|. 71^ /ij t n . Iii . • ni-{-(ni'ih*fh'\'^ • • »+«3 .ni \ 

-3(i»+iii + iia + ii3)+3 ) 

£eg0lt€ämUte, die Ourek einen gegebenen Punet gehen, 
und vier gegebene Curven von den Ordnungen n, n^, n^, 
n^ berUkrenm 

bas Theorem IX. zeigt, dasz für die Reihe Kegelschnitte, 
welche durch einen Punct gehen und drei Curven berühren» 
'der redttcierte Wert von m' gleich 

2m— n. Iii .iia(4n + 4#ii + 4%— 6) 

ist. Diese Reduction entsteht zum Teil durch die Tangenten 
der gegebenen Curven, die sich in dem g^ebenen Punete 
schneiden, und zum Teil durch die zu zwei und zvrei genom- 
menen Geraden, welche diesen Punct mit den Durcbschnitts- 
puncten dieser Curven verbinden. 

Wenn eine Gerade, die durch den gegebenen Punct so ge- 
zogen ist, dasz sie eine der drei Curven berührt, die beiden 
andern in a und b schneidet, so zählt das Segment ab für 
vier Kegelschnitte der Reihe, welche durch einen beliebigen 
Punct dieser Geraden gehen. Wenn andererseits eine durch 
den gegebenen Punct nach einem Durclischnittspunct a gezo- 
gene Gerade die dritte Curve in b schneidet, so ist das Seg- 
ment ab der Ort für ^wei Kegelschnitte der Reihe, die durch 
einen beliebigen Punct derselben Geraden gehen. Die Ge- 
Hammtzahl der ersten Abschnitte ist n . . «^(n -f- «i + fia — 3), 
die der zweiten .3ft.ii|.iit, und es ist folglich das Vierfache 
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der mton Zabi plus dm Doppelten der ««reiten die Zahl, um 
irelehe man 3k Termindem musz, um m* so erhalten. 

Die Reihe der Kegelschnitte, uelche vier gegebene Gerade 
berQhreii, ist vom Index 2, und unter ihnen gibt es immer nur 
einen» welcher eine fünfte Gerade berührt. Folglich entsteht: 

Theorem XI. Es gibt ii(2ji-1) KegeUc/udtie, weteä€ 
Her gegebene Qeraäe und €ime gegebene Cmr90 46t ««Im 
* Orämmg berühren* 

Die Theoreme VII. und XI. geben: • 

Theorem XU. Ee gibt 

ii.iii(4ft.ii|— 2«— :2M| 

Kegelschnitte, welche drei gegebene Oerade und wwei ge- 
gebene Curven von den Ordnungen n und ii| berühren. 

Analog schlieaat man ans den Theoremen VUI. und XU*: 

Theorem XIII. Es gibt 

n.nt •«Bi4it.J»|. Iis— 2(i» -|- % -|-f%) -1-31 

Xegeiseknttfe, welche wwet gegebene Gerede und drei ##- 
gebene Otreen von den Or^kmngen n, %* % ^orühren» 

Aus den Theoremen IX. und Xlli. folgt: 
Theorem XIV. Ee gibi 

fi.1i1.n1.fi3 12«. ni «3 + 2(111 «3 + ....)— 2(ii.iii + ....) + 3j 

Kegelschnitte, welche eine gegebene Gerade und vier ge- 
gebene Curven von den (Ordnungen n, n^, n^, n^ berühren, 

Endlich ergibt sieh aus den Theoremen X. und XIV.: 
Theorem XV. Es gibt ' 

M.Mg «llfvlls • «§{ II »Ml *n%»n^9n^ "t* (ifl|*M|.M^.Mt4'('.t>.) 

•f (». »4 . + ....)— 3(ii. «1 -f ....) -f 3(11 .) 

Xegeieehnitte, weiche fünf gegebene Cdrven von den Ord- 
nnngen n» ^9 iii« iis» ^4 berühren,' 

Das Theorem XIV. zeigt, dasz die Differenz «wischen 2m 
und m' für die Kegelschnittreihe, die vier gegebene Curven von 
den Ordnungen n, ng, n^, n^ berührt, gleich ist 
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Diese Reduction eotfitebt teils durch die Tangenten, die 
ivrti dieser Ctirveo gemeinschaftlich sind, teils durch die Tan- 
geoteo, die man von den gemeinschaftlichen Puncten zweier 
Carveo an eine der uhrigen ziehen kann, teils durch die Dia- 
§&tktl0n de» Systems, das beiszt durch die Geraden, welche die 
DilrdiaekiiMtfponcte zweier Cur?cn nil den UorchechoitUpuo- 
cten zweier anderer verbiiideo. 

Schneidet eine Gerade, die swei Cnf ven Mlif^ din iieidno 
andern bezüglich in « vnd *, so aibit der Abachnttt ab ffir fisr 
unter den Kegelachaitten der Reihe, weiche ana awei Pnncten 
besteben. — Zieht man durch einen gemeinschaftliehen Durch- 
sehnittspoMt # awatet Carven eine Tangente an die dritte 
welche die vierte in ^ aehneldet«^ ae aShil daa SegnMnt für 
wwei unter den Kegelachaltten der Reihe, die ana awei Pnactea 
bestehen. — Verbindet man endlich einen gemrinaanen Dureh- 
achnittspunct a zweier Cnr?en mit eineai geaielBechaftüchen 
Dnrchachnltli|ninct b der andern beiden Curven, so stellt daa 
S^ent ab eüM Kegelschnitt der Reibe vor, der ana zwei 
Pttnüfett b«ateht. Die PartlalreduMionett alao» die dnteh die 
9mM»Sk4/miMaH fkmgmMn, durch die Ontek M MrcA- 
seknUtßpimeie ffeaoffenm TangefOen und dinrch die DioffamUmß 
entateben, alnd der Reihe nach 

4n.fii.fis.iis{(/».ni +....) — 
3ii*fit «iijivfiz* 

Entsprechend erhSlt man in der Reihe Kegelschnitte, welche 
vier Curven berühren, folgende Kegelschnitte die einen Doppel- 
punct haben. 

1. Zieht man von einem gemeinsamen Durchschnittspuncte 
zweier Curven eine Tangente an die dritte und zugleich eine 
an die vierte Curve, so bilden diese zwei Tangenten einen Ke- 
gelschnitt, der für vier Curven der Reihe gilt, die einen Dop- 
pelpunct haben. 

% Trifll eine gemeinachaftllehe Tamrante aareler Carren die 
dritte in einem Pancle, und siebt maa ven dieaem eine Taagente 
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an die vierte, so erbfilt man ein Geradenpaar, das für upd der 
KegeUchoitte der Reibe gilt, die einen Dsppelpunct baben. 

3. Eine geroeiDsehaftlicbe Tangente sweier Corven und 
eine solche der beiden andern bilden snsaramen einen Kegei* 
schnitt der Reihe, der einen Doppeipnnct hai*), 

« 

{. 10. 

Die Curve, welche ein Panet beselirelM» Aesaen 
In4l€*trloen slcli BMh einem IbesÜmmien Ctesetee 

▼erlndeni* 

)12. Durch einen Punct eine Gerade zu legen, 
welche in ihm die Polare eines beliebigen ihrer 
Puncto berührt. Indem wir den allgemeinen Fall einer Pun- 
damentalcurre Cn einer beliebigen Ordnung n wieder aufneh- 
men, suchen wir durch einen gegebenen Punct p eine Gerade 
zu legen, welche in diesem Puncte die erste Polare eines he« 
liebigen Punctcs o derselben Geraden berührt**). 

Die Pole aller ersten Polaren, die durch p geben» liegen 
auf der geraden Polare dieses Punctes. ßoU p auszerdem der 
Berfihrungspunct der ersten Polare mit einer durch den Pol 
O gelegten Tangente sein, so musz auch die zweite Polare 
nach Nr. 70. durch p gehen, so dasz 0 einer der Durchschnitts- 
puncte der geraden Polare mit der conischen Polare von p sein 
musz. Das beisat» po msss die Tangente der.coniseben Psisia 
von p sein. . 

Die Geraden, welche die Angabe lOsen, sind daher die 
beiden Taqgenton, die. man von ji.nns nn die eonische Polare 
dieses Piinctes legen kann» oder afieb nacii Nr. 90c; dl« Mi^ 
enirieen des Punktes j». 

•) Die Theoreme IL— XV. sind Bchon Ton Cka$l€s, aber ohne Be. 
weis, in einer seiner ncnesten Mitteilungen an die ¥ari»er Akademie (Comptei 
rendus, \^ fcvTier 1864) aufgestellt worden. Ich schmeichle mir, dasz die 
oben angegebenen Rcductionen den Unterschied aufheben werden, der zwi- 
schen diesen Sätzen und der im 56ten Bande des Cr eilt- Borchar dtschen 
Journals von meinem gelehrten Freunde, Herrn Bischof/ in Mänck^nt 
sn^Mtallten Fomel besteht 

•♦) CUhtch, o. a, 0. S. 280— 285. 
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m. Elobaileude der VerlilBdangsgaradtto der eiit- 
• precheoden Panete der GnrTee Heese «od Stei-. 
ner. l<t p ein Ponct der Corve fee Be^se, ee beetebi eelee 
conUcbe Polare au« eieem Paar gerader LieleD, die eich In 
dem entsprecbendee Pencte 0 der Cerve von 8i einer edinel- * 
den, darch weicbea eneb dte gerade Polare von p bindnrcb- 
gebt Die Puncte dieser Geraden eind Pole von ebeneevieleB 
ernten Polaren, die dnrcb p gehen, und nacb Nr. 90m* in dleseoi 
Pnnete eine gemeineelinltlicfae Tangante beben« die folglicb die 
eine lodicntriz den Pnnctes p daratellL Aber beide Indicatri- 
cen von p sind nacb Nr. 90e. In der Geraden pe vereinigt, Tolg- 
iicb gilt naeb Nr.98d. der Satz: 

Lehrsatz I. Die Oer ade, welche einen Punct der Curve 
von Hesse mit dem entprechenden Puncte der Curve 
von Steiner verbindet, berührt in dem ersteren Puncte 
alle ersten Folarell welche durch ihn kSnäurehgehen, 

Deabalb Inum die Cnrve der 3(fi— 3)-ten Clasae, nim- 
lleb die EinbfiUende der gemeiDacbafWcben Tangenten in den 
BeHlbmngepuncten der ernten Polaren nacb Nr. 91 6. ancb als 
He EitMliende- 4er Bermden definiert «rerden, welche (m. e. 
Nr. 98^.) die etOepreehemlen kniete der Cwrven von Beeee 
und ßieiner mU einander eerHnden. 

b. Zahl der Puncte einer Geraden, fflr Hie diese 
selbst eine Indicatrix ist. In einer gegebenen Geraden B 
existieren 2(n — 2) Puncte, von denen ein beliebiger, etvra O, 
der Pol einer ersten Polare ist, diQ nacb Nr. 103c. die Gerade 
R in einem Puncto p berftbrt; das gibt: 

Lehrsats 11. in einer beliebigen Geraden gibt ee in^ 
mer 2) Pimeie, für welche dieee Bernde eelbel eine 
indicatrix bildet. v 

Ist R eine Tangente der Fundamentaicurve, so sind im ße- 
röhrungspuncte zwei Puncte 0 und die beiden entsprecbenden 
Puncte p vereinigt. 

113. Ort der Puncte, deszen Indicatricen durch 
einen festen Punct geben. Was ist der Ort eines Pun- 
ctes p, wenn eine seiner beiden Indicatricen durch einen festen 
Punct i gebt! 
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In jeder Geraden, welche den Punct / enthält, gibt es nach 
Nr. 1126. 2(« — 2) Lagen des Punctes p, und t repräsentiert 
noch zwei weitere solche Punete p, die den beiden Indicatrieen 
dieses Punctes selbst entsprechen. Der gesuchte Ort ist da- 
her eine Carve X" der Ordnung 

2(11— 2) +2 =2(11—1) 

die zweimal durch i geht. 

Betrachten wir eine Tangente der Grundcurve, so sind 
im Beriihrungspuncte zwei l^uncte p vereinigt. Die Cnrve L'^ 
berührt daher Cn in den n(n — l) Berührungspuncten der Tan- 
genten, die man von i aus an dieselbe legen kann. 

Nimmt der Pol o die Stelle von i ein, so sbd nach Nr. 112. 
die (ii^l)(«—* 2) Dttrchschnittvpanete der ersten und «weiten 
Polate von i ebensoviele Lagen des Punctes jr; liegt umge- 
kohrt p in der swelten Polare von i, so gebt die eoniscbe Po" 
lare Ton p durch I. Der Punct i mosa aber In einer Tangente 
liegen« die von p ^n die eonische Polare dieses Punctes selbst 
gesogen ist« so dasx also auch die gerade Polare von p durch 
i gebt» vnd demzufolge p In der ersten Polare von i liegt. Diese 
(»— l)(ii — 2) Punete sind aber die eimigen^ Welche die Corvo 
Ifi mit der zweiten Polare von i gemein bat» woraus sich er- 
gibt» dasz' die beiden Cnrven sich in allen diesen Fnncten be- 
rfibren. Wir schlieszen also aus Allem» dasz die Curve i/^ die 
Fnndamentalciirve und die zweite Polare von I in allen Puneten, 
die sie mit ihnen geroein hat» berOhrt» und dasz die 

«(«-l) + (I.- lXii-2> = 2(11-- 1)2 

BerShrungspnnete alle In der ersten Polare von i liegen. 

Da die erste Polare von i zweimal genommen als eine 
Curve der 2(fi — l)-ten Ordnung aufgefaszt werden kann» und 
die Fundamentalcorve nnd die zweite Polare von i zusammen- 
genommen ebenfalis eine Curve der 2(n — 1)-ten Ordnung bil- 
den» so kann man nach Nr. 41. durch die 2(n— 1)* Punete» in 
deneufdie erste Polare von i Cn und die zweite Polare schneidet, 
ein CurvenbOschel der 2(n — 1)-ten Ordnung hindurcblegen» 
deszen einzelne Curven die Fundamentalcnrve und die zweite 
Polare von i in allen diesen Puneten berühren. Von der nn- 
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begrmten Zahl der CvrvM disMs BfiMketo ial di^Mige, weldM 
daicb I gdit» die i^. 

114* EiDkillleBde der IndieatrleeD der Paocte ei- 
eer gegebenen Carve. Von welcker Ciasee ist die BinMI» 
lende der Indicatricea der Pnncte einer gegeiienen Cnnre Ca 
der M-ten Ordnung? oder ancli, wieviel Pnncte diceer Cnrre 
haben eine Indiealri^ die dnrcb einen liettebigen festen PoneC 
Igohtf 

Der Ort eines Punctes p, deszen Indicatrix durch i gebt, 
ist nach Nr. 113. eine Curve der 2(a — l)'ten Ordnung, welche 
Cm in 2m(n — 1) Pancten schneidet. In i treffen sieb also 
^m(n — 1) Tangenten der gesuchten Einhüllenden. 

Msn bemerke noch, dasz diese Einhüllende die Fundamen- 
talcnrve in den Poncten, in denen diese von Cm geschnitten 
wird, berührt, und da nan för jeden dieser Dnrclisebnittapuncte 
die tndicatricen mit den betreffenden Berübrenden von Cm sn* 
danmenfalleo, so gilt der Satz: 

Lehrsatz III. JHe IndicaMeen der Pumete einer Curve 
ier m-ten Ordnung werden von einer Curve der ^2m{n-iy 
ten Ciasse umMUli, weiche die Gnmdeurte in den Pimr 
efen berühri, wo dieee van der Curve m^ier iH'dmmg ge- 
eekmltten wird, 

a. Besonderer FalL Für m =s 1 erhält man hieraas» 
dass die Indicatricea einer gegebenen Geraden yon einer Curve 
der %n — l)«ten Classe nmhMlt werden, welehe die Gerade 
selbst in 2(«^2) Puncten berührt. Die Gerade lat also die 
Indicatrix von 2(n — 2) ihrer Pancte, wie wir dies schon In 
Nr. 1126« gefnnden haban. 

Einhällende der Indieatrlcen der Pnaete der 
Carve von Hesse« Oemiss dem allgemeinen Theorem^ das 
wir seaben liewiesen haben, werden die Indieatrlcen eines Pnn* 
dM der sich auf der Curve von Heeee bewegt, die von 
der Ordnung 3(ii— 2) Ist, von einer Curve der >1X«— 2>* 
ten Clasae umhüllt. Da aber ia diesem Falle für jede Lag» 
von jp naeh Nr. iN)e. die beMen IndicatrieeB In eine Gerade a»t 
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«ammenfallen, so redociert sich die Classe 4eK EinhflHMdcn 
auf 3(fi — ])(fi — 2), ein Resultat, das wirsdbsn a» andeni Ortoo, 
in Nr. 916. und Nr. 112a.« erhielten. 

Von jedem beliebigen Puncte i laszen eich 3(« — l)(n — 2) 
Taugenten an diese Curve legen ^ so dasz also jeder der 
3(n — l)(fi — ^2) PuDcte p der Curve von Hesse, deren Indica- 
tricen die ebengenannten Tangenten sind, je zwei Durchschnitts« 
puncte der Curve von Hesse mit der oben in iN^ 113. bestimm- 
ten Curve L*^ repräsentieren. 

Verbinden wir diese Eigeoeehnft mit ilen «ndem schon in 
Ilfr,1I3b bewieeeoen, se kitamtii wir folgenden Salz noenprechen: 

Lehrsatz IV. ht i ein gegebener Puncl, so ist der 
Ort eines Piincles p, welcher derart bestimmt ist, dasi 
die Gerade pi Tangente der conischen Polare von p ist, 
eine Curve der 'l{n~\)-lcn Ordnung, die zweimal durch 
i geht, und die Fundamentalciirre, die Curve von Hesse 
und die zweite Polare in allen Funden berüArl, die sie 
mit denselben gemein hat* 

115. Ort ei n es Punctes, deszen Indicatrix eine ge- 
gebene Curve berührt. >Wir suchen jetzt die Ordnung des 
Ortes eines Punctes p zu bestimmen, deszen eine Indicatrix 
Tangente einer Curve Kr der r-ten Classe ist, das heiszt, wir 
Untersachen, wieviel Puncte einer Geradejs H eine Indieatrix 
habe« weiche berjdbrt 

Bewegt sich der Punct p in der Geraden R, so werden 
nach Nr. 114a. seine Indicatricen von einer Curve der 2(« — 1)- 
ten Classe umhüllt, die 2r(/i — 1) gemeinschaftliche Tangenten 
mit der gegebenen Curve Kr hat. Der gesuchte Ort ist also 
von der Ordnung 2r(« — 1). 

. #el]rachtmi wir eine gevehiscbaftlicbe Tangento von Kr nnd 
Cf^ so sind im BerOhrongspunete mit dA letileni swti Panels 
p Fsreuiigt« flir welche die Tangente die Indicatrix reprisen* 
tiiBrL Daraus folgeit skb, das^ der' gesuchte Ort die Fvndf^ 
mestalciirve ip den r.ii(ii~I) Pnncten berObrl^ in denea diese 
y«n den ^XC JKr gemelnschaflliisben Tangenten berührt wird, 
oder^ was .dasselbe sagen will» in den Pnneten,- in denen die 

12* 
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Fondamentaicurve von der ersten Polar» von JV geeehnitten 
wird. M.e.Mr.ia4A 

Die Curve Kr hat 3r(n — 2) gemeinscbaniicbe Tan- 
genten mit der Einhüllenden der Indicatricen der Puncte der 
Curve von Hesse, es ist daher 3r(n — l)(ii--2) die Zahl der 
gemeinschaftlichen Puncte der Curve von Hesse und des Ortes 
der 2r(ff — ])-ten Ordnung, den wir betrachteten. Folglich gilt 
der Satz: ^ 

Lehreats V. Der Ort eines Punetee, von dem mm» 
• pekenä eine der Tangenten eeiner eanieehen Polare auch 
Tanffente einer gegebenan Carve der r'4en Claeee wird, 
ist eine Caroe der ^n--\)»ten Ordnung, weiche die Am- 
damentaieurpe und die daroe von Beeee in aUen dem 
Funeten berührt, die sie mit iknen gemein hat. 



116. Ort eines variablen Pnnetes von der Be- 
achaffenbeit, daas d«r<eb Verblndnng deseelbea mit 
zwei festen Puncteo in Besag auf seine coniscbe Po- 
lare zwei reciproke Polaren entstehen. Wir sächen, 
indem zwei feste Pnncte i und j gegeben sind , den Ort eines 
Punctes, ßir welchen die Geraden pi und pj in Bezug auf die 
coniscbe Polare von p die in Nr. 106. erkllrten. conjugierten 
Polaren bilden. Offenbar gebt dieser Ort durch i und / 

Es sei Jl eine lielieblge durch j gelegte Gerade und p ein 
Punet in A Die geraden PoUren von p und i in Bezug auf 
die coniscbe Polare von p treffen B in den Puneten a und b. 
Sobald letztere in einen Punct susammenfalleDy ist dieser der 
Pol von pi in Being auf den eben erwähnten Kegelschnitt, so 
dass also dann p ein Punct des gesuchten Ortes ist . Nehnen 
wir einen beliebigen Punct a als Durchschnittspunci von B mit 
der ersten geraden Polare an, so gibt es n — 1 ;entsprechende 
Lagen des Poles p, nimllch die Dorchschnittspniicte von B mit 
der ersten Polare von* a, und folglich auch ebensevlele Puncte 
d'. Ist ungekehrt b der belieb^ Ourchsehnitt der Geraden 
Ii mit der geraden Polare von i in Besag auf eine unbestimmte 
conische Polare^ so liegt nach Nr. 60^. der Pol p dieser Gera* 
den auf der ersten Polare von i in Besag auf die erste Pohire 
von b, das heisst in einer Curve der (»— 8)*ten Ordnung^ 
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deren Durchschnittopuncte mit H die Lagen von p angeben, 
welche dem gegebenen Puncte b entsprechen. Es entspre- 
chen daher jedem Puncte ö n — 2 Pancte a*). Die Zahl der 
Pancte p in R, fdr welche a und b zusammenfallen, ist daher 
(n — 1) -|- (n — 2), und da auch J ein Puiict der geauchteo Curve 
ist, 80 hat dieselbe die Ordoungszabl 

(«-!) + (»-2) + l = 2(«-.l). 

Wir werden dieselbe durch bezeichnen, weil sie, wenn i mit 
j zusamnienPallt, mit der schon in Nr. 113. betrachteten Curve 
Xr** identisch wird. 

Es sei p der Berfibrungspanet der FondAmentaicorve mit 
•einer ven i ans gesofenen Tangente, dann ist pi die gerade 
Polare von p, die glelebseltig in p die Tangente der eonischen 
Polare desselben Panctes p ist FOr jeden beliebigen Punel 
J gebt daber die Gerade pj durch den Pol von fii, und p ist 
damit ein Popet der Conre l^» das heisal^ diese Genre entbSIt 
die ii(fi-*l) Berflhrungsponete der Fandamentalcnrve mit den 
an sie von i aas gelegten Tangenten. Derselben Seblnssfolge 
geroMss, mnsx sie aneh dnreb die 1) Pnncte besebrleben 
«ein, in denen €m von den dnreb J an diese Gnrve gelegten 
Tangenten berilbrt wird. 

Untersuchen wir jetzt, in welchen Puneten die Curve L'j 
die erste Polare von i in Bezug auf die erste Polare vAn j 
sebneidet, welche wir kurz äie weite gemischte Polare der 



*) Liasfc man den Punct a sich auf R bewegen, iO eneugt die erste 
Polare von o nach Nr. 77. ein Curvenbüschcl, dcszen Curven auf R eine 
Involution des (;i — l)-tcn Grades bestimmen. Jedem Puncte p entspricht 
aber ein Punct 6, folglich erzeugt, \venn wir a sich verändern laszcn, die 
Gruppe der entsprcrhcnden n— 1 Puncte b auch eine Involution des (n — l)- 
tcn Grades. Audi die erste Polaro von 6 in Bezug auf die erste Polare 
des festen Pnnctes i gibt, wenn 6 auf der Geraden R ndi bewegt, einem 
Curvenbüscliel Bntstehimg, nnd es erzeugen denmaeh, wenn man 6 sieh be- 
wogen llsit, die Gmppen der entqNrechenden ««—9 Fnncte S eine Lwo- 
inlami des (»~8)-ten Ghrades. Lanen wir also a nnd h sidi gleiefaseitig 
T«flndem, so entstehen dadnrdi swd pccjeetiTisdM ]iiT<dntionea hesBglicli 
rom (»— 9)-ten nnd {ii«*l)-ten Qrede. Die nach !Nr. 24 6. diesen Invo- 
'Intionea ffm^matSmfllkim, JFWnete, Sbi — S an der Zahl, sind diejenigen, in 
welchen ansaer in ^ die CMrade R den gesachten geometriscfasn Ort schneidet. 
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Puncte I und j oeonen wollen. Gebt diese zweite gemischte 
Polare durch p, so ^eht nach Nr. 69dL die gerade Polare von t 
bezogen aaf die conische Polare yoo p durch das heiszt, i 
und j sind in Bezug auf die cooische Polare von p nach Mr. 106. 
eonjugierte Pole. In diesem Falle genügt offenbar, damit 
die Geraden pi und pj ffir denselben Kegelschnitt reciproke 
Polaren darstellen, dasz die gerade Polare von p durch i oder 
j gehe, das heiszt, p rousz sich entweder auf der ersten Polare 
von t oder auf der von j befinden. Die Ourve geht daher 
durch die Puncte, in denen die zweite gemischte Polare der 
Pancte t und j von den ersten Polareo dieser einzelneo Paoctt 
selbst gescboitten wird. 

Bs sei «all p M»i 9 swei aidi ^ennrt catopreeheii^ PmeCe 
d«r Carreo tod He990 moA 8t€iner» dm dlt Gende jr# 
d«rch i Uadnrehgeht Um dami msodrSeken, dant lo Besag 
ssf die isoiilsehe Polare von p die Geredes pi ssd pf reelpf eke 
Polaren sied, gesflgt es ansonebneD, das die gerades Polares 
YSB p nsd j is Besvg aaf des eben erwiboten Kegeisebsltt 
sidr In einem Pancte yr^upf sebseiden. Nseb Nr. M«. ist aber 
Im voffliegendta Falle die eoslsebe Polsre tos jr nlcbfs An- 
deres als «b Paar Gerade, die sieh in e sdinetden, so dsss 
also durch diesen Pnnct auch die Polaren von p nsd J hi 
fiesug auf den eben erwSbnten Kegelschnitt bindnrcbgeben. 
Da nun nadi der Voranssetznng pi den Pnnct 0 entbilty so 
nmss p der Csrre I/i angeboren, nnd diese Cnrve gebt also 
dnrcb die 3(ii— l)(fi^^ Pancte der Cnrve von Bette ^ deren 
Indicatricen sich in i sebseiden. Bem entsprechend mnss die 
Carve Jß aneb durch die 3(ii— 1)(«^3) Puncte der Cnrve 
von Beete gaben, deren Indicatricen von / ausgehen. Daher 
der Satt: 

Lehrsats VI. Begeben wei feste Puncte i und Der 
Ort einet Puncte» p, für welchen die Geraden pi wä pf 
In Bewff auf die eonische Polare von p eenfugieri tind, 
iet eine Cnrve der ^n—\)'ten Ordnung, weiche 

1) die Puncte i und j; 

2) die Puncte, in denen die Pundamentalcurve von den 
Tangenten, die durch i und J geiegi werden hifnnen, he- 
rährt wird; 
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3) die Puncte in denen die ersten Polenten von i und j 
von Geraden berührt werden, die bezüglich durch J oder i 
gehen; endUch 

4) die Pimcte der Curve von Heese enthäli, deren ite- 
dicatrieen eUh entweder in i oder J eehneiden, 

a. Anderer Ausdruck des Vorigeo. Mit andern Wor- 
ten, die Cnnre Iß schneidet die Fnndaraentaicurve nnd die 
Cnrve Ton Heeee in den Puneten, in welclien diese tad den 
Cunren IM nnd I^ berülirt werden, weiche auf die Nr. 113^ 
anseinandergesetate Weise einseln ron den Pnncten i und J 
abbingen. 

b, Büschel von Curven 1/^. Hält man den Pnnct ^ fest, 
während j sich auf einer Geraden R bewegt, so erzeugt die 
Cnrre Vi ein Currenbüschel. Sie gebt nämlich, welchen Punct 
auch j bedeuten mag, dnreb folgende 4(ii— 1)* feste Pnncte, 

1) durch i\ 

2) darch die -1) Puncte, in denen Cm von den Tangen- 
. tea, die dnrch i geben, berfibrt wird; 

^ durch die 3(ii~l)(»— 2) Puncte der Curve von Heeee , 
deren lodicatricen sich in I schneiden; endlich 

4) durch die 2fi — 3 Puncte, in welchen Vi auszer in jy wel- 
cher PuDct veränderlich ist, die Gerade R scboeidet. 

Diese letzteren Pnncte verändern sich nimÜch nicht, da 
sie nach der letzten Note auf Seite 181 die gemetnechaßHehen 

Puncte zweier projectivischer Involutionen darstellen, die vom 
Puncte j vollständig unabhängig sind. 

Diese Eigenschaft kann man auch naehweisen, indem man 
.die 2ahi der Curven Vi au bestimnien sucht, welche durch 
einen gegebenen Punct q gehen, wenn i ein fester Punct ist 
and J sich auf einer festen Geraden R bewegen mnss. Da die 
Geraden gß nnd qi in Bezug auf die coniscbe Polare von q 
nonjngiert sein milszen, so ist der Punct j der Durchschnitt 
ven R mit der Geraden, welche q mit dem Pol von qß in Be- 
äug auf den erwähnten Kegelsebnitt verbindet. Durch q geht 
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also nur eioe Curve L'i von der verlangten Beschaffenheit. 
Die tiesammtbeil aller dieser Curveo bildet daher ein Büschel. 

Auf dieselbe Art beweiet mao» daes die Curven X^, welcbe, 
indem i als fest aBgenomnieo Ist, doreb deaeelben Punct ^ 
g^eben, ein Büeebel bilden» das beisat» dnrcb awel gegebene 
Pancte f and ^ gebt für den festen Panct i nur eine Carve 
Ifl bindorcb» q. s. w. 

117. Verallgemeinerong der verigen Aufgabe. Die 
Untersuchungen der vorigen Nr. 116. kann man ▼eraltgemeinem, 
wenn man erstens an Stelle ven J eine Einhüllende annimmt, 
oder Streitens aueh noch an Stelle von i eine swrelte Eiobfil* 
leude, oder endlieh drittens eine einzige Cunre an Stelle des 
Systems der beiden Puncto. 

Es sei zuerst eine Curve Kr der r-ten Classe und ein Punct 
i gegeben. Wir suchen dann den Ort eines Punctes p zu be- 
stimmen, fär den die Gerade pi in Bezug auf die conische Po- 
lare von p irgend einer der Tangenten conjugiert ist, die man 
von p an die Curve Kr legen kann, oder mit andern Worten, nach 
Nr. 110. den Ort des Punctes p, für den die Gerade pi durch 
irgend einen der Puncto geht, in denen die gerade Polare von 
p die reciproke Polare von beaogen auf die conische Polare 
von p schneidet. 

Die gesuchte Curve gebt r-nial durch 4, weil, wenn der 
Punct p mit i zasammenHllt, r Gerade pt der obigen Bedln« 
gung entsprechen, n&mlicb diejenigen, welche von i nach den r 
Puneten gezogen sind, in denen die gerade Polare von ^ die le- 
eiproke Polare von JTr bezogen auf die eonisebe Polare von i trifft. 

Ist p ein Punct von Cn, so ist die gerade Polare von p die 
Tangente der Fundamentalcorve im nämlichen Puncte. Berührt 
diese Gerade nun auch Kr, so ist p ein Punct der in Bezug 
auf die eonische Polare von p reciproken Polare von Kr und 
da, was auch i sei, die Gerade pi durch p geht, das heisit, 
durch den Durchschnittspunct der reciproken Polare von Xr 
mit der geraden Polare von p, so liegt dieser Punct auf dem 
gesuchten Orte. Der Ort enthält daher die sämmtlichen r.n{n^l) 
Berabmngspuncte der Grundcurve mit den ihr und der Curve 
JTr gevieinschaftliehen Tangenten. 
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Gehurt p wiederum der Curve Cn an, ist aber pi die Tan- 
gente dieser Curve in p, so ist pi gleichzeitig auch die gerade 
Polare von p. Diese trifft die reciproke Polare von Kr in r 
Puncten, und p ist daher ein r-lacher Punct der gesuchten 
Curve. Diese besitzt also im Ganzen n{n — \) r-fache Puncte, 
nämlich diejenigen in denen Cu von Geraden, die durch i geben» 
berührt wird. s • 

Es sei ferner p ein Punct der Curve von Heise, und 0 
der entsprechende Panct der Curve von Steiner, Ist pe Tan- 
gente der Curve Kr» so ist sie in Beiug auf die eonische Po* 
lare von p der Geraden pt conjugiert; es gehen nSmlich sowot 
diese Tangente» als die Polaren der Puncte p und i in Besag 
auf den erwähnten Kegelschnitt durch Hieraus folgert sieb; 
dass p ein Punct der betrachteten Curve ist» das heisst, dieser 
Ort geht durch die 2t{ß-A)(n--^) Puncte der Curve von Beeee» 
deren Indieatricen JV berühren. 

Die Puncte p und o seien wieder correspondierende Puncte 
der Curven von Hesse und Steiner, aber po mag durch i 
gehend gedacht werden. Da nun die conische Polare von^ 
in diesem Pralle aus zwei Geraden besteht, die sich in o schnei- 
den, so rausz nach Nr. 110a. die reciproke Polare von Kr in 
Bezug auf diesen Kegelschnitt aus einem Büschel von r Gera* 
den bestehen, die sich ebenfalls in 0 schneiden. Der Punct O 
repräsentiert daher je r Durchschnittspuncte der Geraden pi 
und der geraden Polare von p mit der reciproken Polare von 
ATr, und p ist also der Ort von r aufeinanderfolgenden gemein- 
schaftlichen Poncten der Curve von Hesse und der gesuchten 
Curve. Der geometrische Ort, um den es sich handelt, hat 
also eine r-punctige ßerfihrung mit der Curve von Hesse in 
allen den 3(n — l)(fi — 2) Puocten, für welche die Indieatricen 
durch t gehen. 

VV'ir wollen nun zuletzt noch die Ordnung der fraglichen 
Curve bestimmen. R sei eine beliebige durch I gelegte Gerade» 
und p ein Punct in R. Die gerade Polare von p treffe R in a, 
und die reciproke Polare von Kr in Bezug auf die eonische Po- 
lare von p sehneide R'in r Puncten Nimmt man a beliebig 
an, so entsprechen dem it — 1 Lagen von p, nämlich die Durch- 
schnittspuncte VOD R Biit der ersten Polare von a, und folglich 
r(ii — 1) Lagen von Nehneo wir umgekehrt b beliebig als 
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Durcbscbnittspuiict voo R mit der reciprokeo Polare von Kr io 
Bezug auf die conische Polare eines beliebigen Poles an, 90 
liegt nach Nr. 104iir. dieser Pol auf der ersten Polare von Kr in 
Bezug auf die erste Polare von b. Da diese Curve nach Nr. 104 tf. 
von der r(#l — 2)-ten Ordnung ist, so schneidet sie R in eben- 
sovielen Pnncten /?, und einem jeden von diesen entspricht ein 
Punct a. Jedem Puncto a entsprechen also r(n — 1) Puncte 
öf und jeder Punct ö individualisiert r(n — 2) Puncte a; daher 
wird [r(n — l) + r(n — 2)]-maI ein Punct a mit einem entspre- 
chenden Puncte b zusammenfallen. Jedesmal aber, wenn die- 
ses Zusammenfallen Statt hat, ist p ein Punct der Curve. Diese 
bat daher r(2ii~3) Puncte mit R geraein, auszer dem Puncte 
i, der ein r-facher Punct derselben ist. Der Ort hat daher 
die Ordnungszahl 2r(i} — I). Alles zusammeogenommeo gibt 
den Satz: 

Lebrsatx YIl. üer Ort einef Pumet09, duam F«rM»- 
äitngsgerade mU einem festen Pmete i im Bemig aafeeine 
eenieeke Faiare einer der Tangenten eonfngiert ist, die 
• man van ikm an eine gegebene Carve r»ter Oaeee legen 
tom, iet eine Curve der 2r(»— th'dmmg, weieke 

1) r-mai durch den festen Punct i; 

^) ebenfalls r^mal durek die it(«— I) Punetegebt, in de- 
nen die fkmdamentalearve von Geraden, weieke darek i 
geben, berübrt wird; 

3) die sämmtlichen r .n{n — I) Puncte, in denen die 
Orundcurve von Tangenten der Curve r-ter Classe öerOkrt 
wird; 

4) ebenfalls die edmmtlichen 3r(n — !)(« — 2) Puncte der 
Curve von Hesse enthält, deren huUeatrieen die Carve 
r'ter Classe berühren; endlieh 

^) in den 3(ii-»l)(ii— 2) Pwieten der Carve van Hessen 
deren indteatrieen dareh i gehen, mit dieser eine r-pun' 
ctige Berührung eingehl. 

«• Weitere Verallgemeinerung. Dem Vorigen ana- 
log beweist man den folgenden Satz: 

Lelireats VIU. Oer ifri eines Pamstee^ fBr weMen 
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«19^ &9n ihm an die Citrwen Kr und K» betügUek der r- 
ten und s-ten Classe getopene Tangenten in Bezug auf 
die eonische Polare des Punctes selbst conjugiert sind, ist 
' eine (kurve der 2r.j(i»^])-Mfi ürdimm§, weiche 

1) s-mal durch Jeden der r.n{n — \) Puncte, in denen 
die Fundamentalcurve Cu von Tangenten der Curve Kr be» 
rührt wird; 

2) r-mat durch jeden der . n(« — 1) Funde geht, in de- 
nen Ca von Tangenten der Curve berührt wird; 

Z) mit der Curve tan Besse Jedem der 3r(ii^])(i»— 2) 
funete, deren htdicaUicen Kr öerShren eine s-ptmeUge; 
und endlieh 

4) ebenfalls mit der Gurre von Hesse in den 1) 
X(«— 2) Funden, deren Indica^ricen berühren, eine 
r^punctige Berührung eingeht, 

b. Eine andere Verallgemeinerung. Ist dagegen 
eioe einzige Einhüllende Kr der r-ten Classe gegeben, so gilt 
der Satz : . ' 

Lehrsati IX. Der Ort eines Punetes p, ßhr den %wei 
von ihm an eine Curve Kr gesogene Tangenten in Be- 
mtg auf die eonische Folare von p eoniugiert sind, ist eine 
Curve der r(r— l).fi(«»l)-/«fi Ordnung, weiche 

1) (r— durch Jeden der r.n{n—l) Funde geht, 
in denen die Fundamentalcurve von Tangenten der Curve 
Kr berührt wird, und 

2) mit der Curve von Besse eine {r—\)'punctige Be- 
rührung in allen den 3r(n — 2) Puneten dieeer Curve 
eingeht, deren Indieatrieen Kr berühren» 

§.20. 

WBhnü§n UcmmIuMm fUat €hmrM mm M^nue wmä 

4. I 

IIS. Die OntFe wan SUUer. ist die Eiohfillende 
der f er^dee PoUrea« der Curve vee Heeee. Ennüp 
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ein Puiict der Heste'achen Curve und O der correspondierende 
Punct der Curve von Steiner. Die letzte Polare von p ist 
dann eine gerade Linie > die durch o gebt, und deren Puncte 
Pole von ebensovielen ersten Polaren sind, weiche von po in 
p berührt tverden. Unter ihnen gibt es aber eine« die in p 
einen Doppelpunct hat, und zwar diejenige, deren Pol 0 ist. 



a. Fortsetzung. Es seien o und o' zwei Puncte der 
Curve von Steiner, dann sind die Pole der Geraden oo' die 
(fl — 1)^ Durcbschnittspuncte der ersten Polaren dieser beiden 
Puncte, weiche die entsprechenden Puncte p und p' der Curve 
von Hesse zu ihren respectiven Doppelpuncten haben. Nehniea 
wir den Punct o' dem Puncte o unendlich nahe an, das heiszty 
die Gerade 00' als Tangente der Curve von Steiner, 80 bat 
diese Tangente einen Pol in p. Daraus folgt: 



Lehrsati I. JHe Tangeniem der Curve von Steiner 
die geraden foiaren. der Pmiete der Cnarve van 
Heeee; 



Lehrsafs II. JHe Curve von Steiner tet die JBtnkMi' 
iende einer Geraden, die wmei mteemmenfaUende Fete 
keeünL 

Clasae dar Carye Ton Steiner. Dies Theotem 
filhrt auf die Beetimmung der Clasae der Curv<e vea Steiner. 
Die Tangentea dieaer Cnrvv', welclie durcii eiaen lieliebigeii 
Punct i geben, beben ihre Pole auf der ersten .Polare von i. 
Diese acbneidet die Conre von Heeee in 3(ii— l)(ii->3) Pnn- 
cten. Es gilt also 

Lehrsatz III. Die Curve von Steiner ist von der 
3(ii^l)(ii— 2)-/^ Ctaeee. 

e* Eigenaehanen der Wendetangenten der Fun- 
damentalcur V e. Da die Weodepnncte der Fundamentalcarve 
C» nach Nr. 100. Puncte der Curve von Heese sind, so nifissen 
«Re geradea Polaren derselben, das belszt, die Wendetangen- 
'tsn ven Cm aneb Tangenten der Garve von Steiner nein. 



M.S. iNr.bStf.« 90a., 112<i. 



oder auch nach Mr. 906.: 
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Die Panete der Corve von Steiner, «welche den Wende« 
pUDcten Cn entsprechen, diese letztere als Puncte der Curve 
von Hesse betrachtet, liegen auf den WendetangeDten der 
Fuodamentalcurve. Diese Tangeoteo berühren also auch die 
Curve der 3(n— 2)-ten Classe, die nach Nr. 1146. die Ein- 
bauende der Indieatricen der Panete der Cnnre von ff esse ist* 

d, Zahl der weiteren SingotaritSten der Curve 
ven Steiner. Dem allgemeinen Theorene in Nr, 101. gemäss 
ist die* (« — l)-te Polare der Corve von Besse, das beiezt; 
die. Einbauende der geraden Polaren der Puncto der Curve von 
Hesse eine Curve K der 3(i»~l)(ft — 2)-ten Clause und der 
3(it^2)(5it— ll)-ten Ordnung, von welcher die Curve von 8iet' 
ner einen TeU ausmacht. 

Ist i der Durchschnittspunct zweier Tangenten der Curve 
von Steiner, so hat jede von ihnen einen Pol in der Curve 
von Hesse und durch diese beiden Pole geht die erste Polare 
von i. Fallen die beiden Tangenten in eine zusammen, so 
fallen auch die beiden Pole in einen Puiict zusammen, in wel- 
chem daher die Curve von Hesse von der ersten Polare be- 
rührt wird. Dieser letzte Punct ist daher ein Punct der (n — I)- 
ten Polare der Curve von Hesse, letztere Curve als Ort der 
Pole aufgefaszt, deren erste Polaren diese Curve selbst be- 
rühren. Aber die Puncte t, die man derart definieren kann, 
dasz in ihnen zwei aufeinanderfolgende Tangenten der Curve 
von Steiner zusammenfallen, sind auszer den Puncten dieser 
Curve selbst diejenigen, welche aul den Wendetangenten die- 
ser Curve liegen. Die Curve K, das beiszt, die (n — l)-te Po- 
lare der Curve von Hesse, besteht daher aus der Curve von 
Steiner und den Wendetaogenten derselben zusammengenom- 
men. Daraus folgt: 

Lehrsats IV. IHe Cwrve wm Steiner kai 

3(11— 2)(5tt 11) ..3(fi-<2)s = 3(JI - 2X411-9) 

Wendetangenten, 

Von der Curve von Seiner kennen wir also die Ordnung 
gleleb a(»<-S)«, die Clause gleieh 3(«— IKn-S) und die Zahl 
ddr Wendepuncte gleieh 3(fi— ))(4«— 9). Unter Anwendung 
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findet skii Dan« 

Lehrsatz V. Die Curve von Steiner hat 



|(i>^2)(a— 3)(3iil*-<9ii^5) Dojßpeipunete; 

2)(«— 3)(3ii*-3fi— 8) Doppeltangenten. 

Fügt mao der Zahl ' der Spitien aireiinal die Za|il der 
WendepuDcte« der Zahl der Ooppeltangenten die Zahl der Wea- 
detaDgenten rnid der Zahl der Doppel|»iiiicte die Zahl der Pnaete 
bei» hl denen die WeadetangeDten die Conre Tee Steiner vad 
eich eelhst echoeldea, so erhilt ntea besSglleh die Zahl der 
Spitien, der DoppeltangeDten nnd der Doppelponcte der Ge- 
aammfcorTe K der 3(ii— 2)(5fi— ll)-teD Ordnang^ der (n— 1> 
ten Polare der Carve tod Heeee, io UebereinatimninDg mit 
den allgemelneD Resaltaten der Nr. 103. 



119. Die ersten Polaren der Pnncie einer Doppel- 
tangente der Curve von Steiner berfihrea ajich in 
zvirei Puncten. Es sei oo' eine Tangente der GgrYe von 
Steiner t o der Berührungspunct, p der entsprechende Punct 
der Curve von Hesse, Die ersten Polaren der Puncto voa 
00* bilden ein Corveobüscbel, dessen Curven sich sXmmtlich in 
p berühren. Die gemeiiuichallliche' Tangente aller ist po, Un* 
ter den Ciirven dienen Bfinehels gibt es eine, die ewt« Polare 
von 0, flir welche p ein Doppeipunct ist» und es existieren 
ausserdem noch 3(ii — — 2 Gnrven» nämlich die ersten Po- 
laren der Pnnct^ in den o& die Curv^ ?qii Steiner aehnnidQtf 
die anderswo einen Doppeipunct besitsen. 

a. Fortsetzung. Ist nun 0& eine Doppeltangente der 
Cnnre von Sieiuer, o und ef die beiden fierObruDgspuncte» 
p and pf die entsprechenden Puncto der Cnrve von Beeee, 
no werden die ersten Polaren aller Puncto von 00/' sich unter- 
einander in den Puncten p und p' berflhren. Unter D e aug n a hme 
auf Nr. 118 A folgt hieraus: 

L e h r 8 a t z V L In einem ffeometrieeJUn ßfet^e .«a». CW' 
vea in— l) 'ter Orämmg ifiöt ee 



12(11 ^äX«—«^) 



S^Htnen; 
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Büschel, deren Curven »ich in je siwei verschiedenen Pun- 
cien berühren^ 

b. Die ersten Polaren der Puncte einer Wende- 
tangente der Curve von Steiner osculierensichsämrat- 
lich in einem Puncte. Vereinigen sich in der Doppeltan- 
gente 00' die Berührungspuncte in einem einzigen o, so dasz 
dieselbe eine Wendetangente der Curve von Steiner wird, so 
fallen auch die Puncte p und p' in einen einzigen zusammen, 
und die ersten Polaren der Puncte von 00' werden in p unter 
sich eine dreipunctige Berührung eingehen ; p ist dabei ein 
Doppelpunct.der ersten Polare des Wendepunctes o. 

Anszerdem beräbren diese* ersten Polaren in p die Corve 
von Besse, weil nach Nr. llSd* die Wendetangenten der Car?e 
von Steiner einen Teil des Orte» der Pole bUden, de^en erste 
Polaren die Curve von Heese berühren* Daraus folgt der Sats: 

Lehrsatz VII. Ist o ein Wendepnnct der Curve von 
Steiner und p der Doppelpunct der ersten Polare von 
0, »0 ist po die Tangente der Curve von Hesse in p. 

Gleieftxeitig ist aueb bewiesen: 

Lehrsatz VIII. In einem geometrischen Netz- von Cur- 
ven {n — yyter Ordnung gibt es 3(n— 2)(4« — 9) Curven- 
büschel, in deren jeden die Curven eine dreipunctige Be- 
rührung mit einander eingehen, das heis%t, sich unter 
einander ascuäeren. 



120. Die Polaren der* Doppelpunete der Curven 
von Steiner haben swei Doppelpunete. Wv betraebten 
weHer eine erste Polare, die swel Doppelpnnete p und p' be^ 
sHit, und beaelchaen den Pol derselben dnrcb o. Durch o le< 
gen wir eine beliebige Gerade M, ftür welche die ersten Polaren 
ihrer- Puncto ein Bflicbel bilden, der nach Nr. 88. 3(ii-2>s 
Doppelpnnete besltit^ das heisst, die 3(s— 2)^ Durchschnitts* 
poncte von il ailt der Gorve von Steiner sind die Pole von 
ebensovieleo ersten Polaren, die einen Doppelpuoct besitzen. 
Da aber die erste Polare von o schon awel Doppelpnnete hat. 
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so ttMOh das BiMb«! mir 3(fi—2)«— 2 andere Cvrren mit 
eiaeni 1>0|ipelpuncte. Daraas folgt, dasi R die Carre Ton Slei" 
ner nur noch in 3(ii — 2)*— 2 Pooctoo ausser in o trifft, dasm 
also o ein Doppetpenct. der Cnrre tob Steiner ist 

Nimmt R die Lage von P, der geraden Polare von p, an, 
80 gehen die ersten Polaren aller ihrer Pancte sSmmtlich darch 
p. Dieser Panci zählt also nach Nr. 88 a. föt twei der 3(fi~2)* 
Doppelponcte des Buscheis. Da also die Puncte p und p* so- 
viel als drei Doppelpuncte sind, so enthält das Biischel nur 
noch 3(n — 2)^ — 3 Curven mit einem Doppelpuncte, vras nichts 
Anderes sagt, als dass die. Gerade P auszer o nur nocb 
3(a — 2)*— 3 Pancte mit der Corve von Steiner gemein hat. 
Dieser Punct gilt also für drei Dorchschnittspuncte der Corve 
mit P. Dasselbe läszt sich natdriich lilr F, die gerade Polare 
von p\ nachweisen. 

Wir kukm also den Satz: 

• Lehrsatz IX. Hat eine erste Polare zwei Doppelpuncte 
p und p\ so ist der Pol o ein Doppelpunct der Curve 
von Steiner j und die Tangenten dieses Doppelpuncte^ 
sind die geraden Polaren von p und p'. 

Nehmen wir noch auf die in Nr. hestiamte Zahl der 
Doppelponcte derCnrve von Steiner Rficksicht» so foigert sieh: 

Lehrsatz X. In einem geometrischen Net»e der (ji-l)- 
ten Ordnung giöt es 

|(ii-2Ki» - 3)0«^ - 9«— tt) 

Curven deren Jede %»ei Doppe^ßunete öeeitu*). 

• 

131. Die erste Polare einer Spitse der Cerre von 
Steiner hat ehenfalls eine Spitse. Denken wir ans Jetst 
eine erste Polare mit einer Spitse p. Es sei o der Pol der* 
selben. Eine beliebige durch o gelegte Gerade Jl besUnrart 
iin erstes PolarenhOsehely Ton dessen Curven eine in p eine 
Spitse bat Die Zahl der Curven des Büscbels mit einem Dep* 
peipnnete ist also nach Nr. 88^. noeb 3(ii*9^S, und B schnei- 



*) Steiner, a,a,0. 8.4^5. 
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det daher die Curve von Steiner in Bwei mit o xusammeii- 
failendeo Paocton. 

Betrachtet man aber die gerade Polare P von p, so gehen 
die ersten Polaren alier Puncte dieser Geraden durch und 
unter ihnen gibt es nach Nr. 88c. nur 3(n-— '2)* — 3, welche ei- 
nen Doppelpunct besitzen. Der Punct o stellt also drei Durch* 
schnittspuncte der Geraden P mit der Curve von Steiner vor, 
und es ist augenblicklich klar, dasz diese Eigenschaft aus- 
schlieszlich der Geraden P zukommt. 

Daraus folgt der Sata: 

Lehrsatz XI. Hat eine er^te Polare in p eine Spitze, 
so ist der Pol o derselben eine Spitze der Curve von 
Steiner, welche in diesem Puncte die gerade Polare von 
p %ur Rückkehrtangente /uU*), 

Mit Besag aaf die in Nr. UBd. bestimmte Zahl der Spitsen 
der Gnrve von Steiner folgt weiter: 

Lehrsatz XII. In einem geometrischen Netze (w— 1)- 
ter Ordnung gibt ee 12(ii--2)(»— 3) Curven, deren jede 
eine S^%e hat, 

122. Die letste Polare einer Cnrve berührt die 
Curve von Steiner in den entsprechenden Pnncten 
de? Dnrchschnittspnncte der gegebenen Gnrve mit, 
dier Curve von Hesse. Eine Curve Cm der m-ten Ordnung 
trilik die Cnrve von Heeee in 3Mi(fi— 2) Pnncten; die geraden 
Polaren dieser Puncto sind nach Nr. 103 c. und Nr. 108 o. sowol 
Tangenten der (« — l)-ten Polare von Cm» als der Curve von 
Steiner, Es sei nun p einer der obigen Puncto und o der 
Punct» in welchem die gerade Polare von p die Curve von 



♦) Steiner bewies, dasz die Curve von Steiner ^ die er selbst Kern' 
curve nennt, 12(n — 2)(n — 3) Spitzen habe {Grelles Journal T. 47. S. 4). 
Cltbsch, der dieselbe Zahl für die ersten Polaren erhielt, die eine Spitze 
haben, vermuthete deshalb, dasz die Pole dieser letzteren die Spitzen der 
Curve von Steiner bilden würden, und bewies diese Eigenschaft im Falle 
n=s4. (^üeber Curven vierter Ordnung^ Crelle-Borehardf» Journal, T. 59. 
BerUn, Bdmer, 1861, S. 191). 

Cremona, Ebene Curven. ' 18 
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Steiner berührt, so hat die erste Polare von o in p einen 
Doppelpanct, daa heiszt, sie bat in ihm zwei zusammenfallende 
Puncte mit Cm gemein. Da nun die (»— l)-te Polare von Cm 
nach Nr. 103. der Ort der Pole der ersten Polaren ist, welche 
Cm berühren, so wird o ein Panct dieser (»->-l)-ten Polare 
sein. Folglich gilt der äatz: 

iiehrsuti XIU. iMe (n—lyte t^kare einer gegebenen 
Cmrve m-ter OrOming kerührt die Guree em Steiner in 
3«i(ii-2) Fimeten, tNe Pole vem ebemee pMe» ereten Pola- 
ren eind, deren DoppelpmicU mte den JHireMeekniitepuneten 
der gegebenen Clarve mU der Omve pon Beeee bestehend. 

Für m^l entsteht hieraus: 

Lehre atz XIV. Eine beliebige Gerade R schneidet die 
Curve von Hesse in 3(« — 2) Puncten, die ßr ebensoviele 
erste Polaren Doppelpuncte bilden. Die Pole dieser ersten 
Polaren sind die Berührungspuncte der Curve von St ei' 
ner und der {n — \)-ten Polare von JL 

Ee f3Ult nän sogleich io die Angen, dass: 

Wenn B eine gewohnliche Tangente der Curve von Hesse 
ist, die (n — l)-te Polare von R mit der Curve von Steiner 
eine vierpunctige und 3i}— 8 zweipunctige Berfihrimgen hat; 
dasz ferner: 

Wenn Jl «in« Weodetaagente der Cnrve ?oii Beeee ist« 
die («— IHe Pelare von il mit der Cum Ten Steiner eine 
eectepmtige «od a(ii-^3) ivr^panctige Berahroiigeii eingebt; 
das* endHdi: 

Wenn R eine Hoppeltangente der Curve von Heese ist, 
die (n — l)-te Polare von R zwei vierpunctige und 3ft — 10 zwei« 
pnnctige Berührungen mit der Curve von Steiner besitst 

i. 21. 

MtsmmuauMn ter mw^Üem Polaren« 

123. Gemeine und gemischte sweite Polaren ei- 
nes Punetes. Die erste Poiare efaies Ponctes o in fiesug 
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Huf die erste Pelm eine« andern Paectee o'» oder was nach 
Nr. 69c. dasselbe sagt, die erste Polare von in Besag anf 
die erste Polare von o haben wir in Nr. 116. der Klirxe wegen 
die gemisehie weite Foiare (eeeonda polare mieta) der Puncto 
O nnd & genannt. Nehmen wir auf diese Benennung Rüclcsicht, 
so hünnen wir die sweite Polare von 0, das heisst> nach Nr. 606. 
die erste Polare von o in Bezug anf die erste Polare von o 
anch als die gemeine tweHe Feiare (eeeendu polare gmrm) des 
Punctes o heseichoen« 

Gebt nun die gemischte zweite Polare der Puncte o und 
0' durch den Punct a, so geht nach Nr. 60 rf. die gerade Polare 
von 0 in Bezug auf die conische Polare von a durch 0'» Un- 
ter Beachtung von Nr. 108. folgt nun hieraus: 

L e h TS« ts L Die gemieekte sueeite Feiare meeier Pmele 
0 und iet der Ort der Funete, für deren conieeke FO' 
lare die Fanete o und & eonjugierte Feie eoretellen. 

Daraus folgt, dasz, wenn «ir in einer gegebenen Geraden 
J{ zwei Puncte 0 und 0' annehmen, die in Bezui^ auf die co- 
nische Polare eines Punctes a conjugiert sind, die gemischte 
zweite Polare von 0 und O' durch a geht. Die l^unctepaare 
auf R, die in Bezug auf den ebenerwähnten Kegelschnitt con- 
jugiert sind, bilden eine quadratische Involution, deren Üoppel- 
puncte e, / nach Nr. 108. durch die Durchschnittspuncte des 
Kegelschnitts mit der Geraden gebildet werden. Die Puncte 
e und / sind nun auszerdem Pole zweier gemeiner «weiter Po- 
Jaren« die durch a gehen. ' 

fliennis folgt femer, dass es niMig, alier anch hinreichend 
ist, damit eine gemischte zweite Polare, defcn Pole o und o' 
anf B liegen, durch a ^eht, wenn 0 und o' den Abschnitt ef 
harmonisch teilt, das heiszt: Sind 0 nnd o', e, f vier harmo- 
nisdie Puncte, so geht die gemisehte zweite Polare von o und 
ef durch die P^le aUer conischen Polaren, die die Puncte e 
«od / enthalfen. Nun liegt, sobald eine conische Polare durch 
zwei Psnete e and f geht, der Pol derselben nach Nr. 69 a. auf 
der gemeinen zweiten Polare von e nnd also ebenso auch anf der 
von Die («i^l)* DnTchsehnitls|>nncte dieser beiden zweiten 
Polaren sind die Pole von ebensovielen conischen Polaren, die 
durch e und f gehen, sind also auch Puncte, die allen ge- 

13» 
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miscfateD zweiten Polaren gemein aioii, die durch a geh«D, und 
deren Pole auf M liegen. Daher 

Lehrsatz II. Die gemischten %w eilen Polar en, die durch 
einen gegebenen Punct gehen und ihre Pole auf einer ge- 
gebenen Geraden haben, bilden ein Curvenbüschel der 
{n — 2)'t€n Ordnung* 

Soll eine gemiaehte zweite Polare^ deren Pole auf B. liegen» 
durch swei Puncte a und b gehen, so lat aie vollatlndig und 
hnt eine einzige Art bestimmt. Die Puncte von R nlmlich, die 
XU zwei und zwei in Bezog aaf die conische Polare ytm a ein- 
ander conjnglert aind, bilden eine Involution. Eine swelte In- 
vointlon entsteht auf dieselbe Weise durch den Punct b. Die 
gemetnschaftüchen conjugiertea Puocte beider Involutionen (IL 
a. Nr.25^.) aind die Pole der geauchten gemlaehten iirelten 
Polare. 

Wir schlieszeu weiter: 

Lebraatz HL itfe gemeinen und getifUchien mteHen 
Folaren, deren Pole auf einer gegebenen Geraden Hegen, 
bUden ein geameiriechee NeH der (»•«-2)-lM Ordnung. 

Auaserdem bilden die gemeinen zweiten Polaren der Puncte 
der gegebenen Geraden eine Reihe vom Index 2» daa heiaz^ 
durch einen beliebigen Punct a gehen zwei gemeine zweite 
Polaren, deren Pole auf der gegebenen Graden — nnd auf der 
eoniachen Polare von a — liegen. Auch ist der Ort der Dop» 
pelpancte der gemeinen und gemischten zweiten Polaren der 
Puncte der gegebenen Geraden, das heiszt die Curve von Hesse 
des oben erwfthnian Netzen nach Mr. 92. eine Curve der 3(fi— 3)- 
ten Ordnung. 

124. Ort der Berdhrungapnnete der zweiten Polare 
einer Geraden mit den gemeinen zweiten Polaren 
ihrer Puncte. Wir haben aoeben bemerkt, daaz durch zwei 
Pnncte e und / der gegebenen Geraden JI (fi — 2)* conlache 
Polaren gehen, deren Pole die Dnrcfaachnlttapnncte der gemei- 
nen zweiten Polaren der Puncte von e und f aind. Nfthem 
aich diene beiden Puncte ina Unendliche bla zum Zuaammen- 
fallen In einen einzigen f, ao haben wir (»-^2)* conlaebe Po- 




1^. 
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laren, die in /"die Gerade B berühren, und ihre Pole werden 
die Durchscbnittspuncte der genieinen zweiten Polare von / mit 
der gemeinen zweiten Polare des diesem Puncte unendlich nahen 
Punctes von R sein, das heiszt, es werden ebeosoviele Be- 
rührungspunete der gemeinen zweiten Polare von f mit der 
zweiten Polare der gegebenen Geraden sein, das ist nach Nr. 104. 
luit der Einhüllenden der gen»einen zweiten Polare der Puncte 
von R, oder dem Orte der Puncte der coniscben Polare», die 
R berühren. 

Wir haben ferner bemerkt» daei, wenn 9, e, f vier bar- 
monlsebe Punete von Jl sind, die gemiecbte sireiCe Polare Yoa 
O and & dnreb die Darcbsebnittepuncte der gemeinen 

swelton Polaren von € und / gebt Nan fUlt naeh Nr. 4« vor- 
anegesetit, daas f in einen eiosigen Punct / soaammenfallen, 
anch einer der andern beiden Puncte» etwa 0'» mit/aoaammen« 
Die gemisebte aweite Pobire aweier Puncte 9 und f Yon Jl 
gebt daber dureb die (» — 2)* Puncto, In denen die gemeine 
aweite Polare von / die aweite Polare von R berdbrt. Folglich 
entetatebt: 

Lehrsatz IV. Die Curve ^l{n — ^)-ter Ordnung, %weite 
Polare einer gegebenen Geraden /?, berührt in 2)* 
Puncten die gemeine zweite Polare eines beliebigen Pun- 
ctes 0 von R. Die '2(n — '2y Puncte, in denen die zweite 
Polare von R von den gemeinen zweiten Polaren zweier 
Puncte o und o' von R berührt wird, liegen alle auf ein 
und derselben Curve der (n — 2)-ten Ordnung, nämlick 
auf der gemischten »weiten Polare der Puncte o und a*, 

a, Aehnlicbkcit der Eigenschaften der zweiten 
Polaren einer Geraden mit denen eines Kegelschnit- 
tes. Aus Alle dem läszt sich herleiten, dasz die zweite Po- 
lare einer Geraden in Bezug auf die gemeinen und gemischten 
zweiten Polaren der Puncte dieser Geraden alle Eigenschallen 
and Relationen besitzt, die zwischen einem Ke£>elschnitt und 
den Geraden bestehen, die ihn berühren, oder schneiden. 

ö, Einhüllende einer Reihe vom Index 2. Dieses 
wichtige Reaultat ist nicht ausschlleszliches Eigenthum der 
aweiten Polaren« aendero eratreckt «ich auf ein beliebiges Netz. 
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In eiiimD gegebeteo geonetrischw CnrrMiieiie M4ec OrdMOg 
gibt es eine nobegreaite Zahl voii Carven« die eise Reihe vem 
Index 3 bUden. Die GinhOlleDde der Reihe iet eine Cnrv^ 
die jede elnfehfiilte Cnrve in den Pnneten hefOhrt, in det 
diene letiteie die nnsitteibar folgende £ingdi6ilte echneidet. 
Durch einen hellebigen Pnnct geben aber nnr iwei Eingebilifte^ 
diene fallen alee anaanmen, wenn der Pnnct nnf der Einbflilen* 
den angenommen wird. Darana folgt« daai die Eiabiyiende eine 
Eingebaute nicht treffen kann, ohne nie gleicbaeitig an l>eröh- 
ren, nod da also dieae beiden Cnnren aich in Pnneten be* 
rObren, ao iat die Einhüllende der Cnnren der vorgelegten Reihe 
eine Cnrve der 2iii-ten Ordnung. 

Alle Curven eines Netzes, die durcti ein und denselben 
Punct gehen, bilden ein Büschel. Nun entstehen die ßerüh- 
rungspuncte der Einhüllenden mit einer Eingehüllten aus dem 
Durchschnitt dieser letzteren mit der unmittelbar folgenden 
Eingehüllten; diese Durchschnittspuncte bilden daher die Ba- 
5<is eines Curvenbüschels des Netzes. Alle Curven des Netzes 
also, die durch einen Punct gehen, in dem die Einhüllende 
Tangente an eine gegebene Eingehüllte ist, gehen auch durch 
die andere m'^ — l Berührungapuncte der Einhüllenden mit der- 
selben EingeböUten. 

Onreh awelPnncte» in denen die EinhOllende tmt xwei ver- 
aebiedenen Eingehüllten berührt wird, geht nur eine eiasige 
Garve den Netaea« Eine beliebige Cnrve alao, die wol dem 
Netae angeburt, aber nicht der Reihe, aebneidet die Einhüllende 
in 2fli* Pnneten, in denen dieae 'Ton awei Corven der Reibe 
berührt wird. 

c. Eigenschaften der Durchschnittspuncte der 
Curve von Hesse des Netzes mit der zweiten Polare 
von Ä. Wir kehren zu der zweiten Polare der Geraden R zu- 
rfick. Die (n — 1)^ Berührungspuncte zwischen dieser Curve 
und der gemeinen zweiten Polare eines Punctes o von R bilden 
die Basis eines Curvenbüschels von gemischten zweiten Pola- 
ren, deren Pole 0 und ein variabler Punct auf R sind. Fallen 
zwei dieser Berühungspuncte in einen einzigen zusammen, so 
haben die Curven des Büschels in ihm die Tangente gemein, 
und für eine von ihnen ist nach Nr. 47. dieser Punct ein Dop-. 
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pelpanct Er gehurt deshalb der Curve von Hesse des Netze» 
mn, das nach Nr. 123. von den gemeinen und gemischten zwei* 
ten Polaren der Puncto von R gebildet wird. In jedem der 
6(n — 2)(n — 3) Üurchschnittspuncte dieser Curve von Hesse 
mit der sweiten Polare von R hat diese letzte Curve eine vier- 
punctige Berührung mit einer gemeinen zweiten Polare, deren 
Pol auf R liegt, und die dieselbe Curve noch in (» — 2)* — 2 
andern verschiedenen Puncten berührt. 

125. Andere Erklärung der zweiten Polare einer 
Geraden. Die zweite Polare der Geraden /? kann auch ala 
Ort der Durchschnittspuncte der entsprechenden Curven zweier 
projectivischer Curvenbüschei betrachtet werdeu. Es seien 0 
und 0' zwei feate Puncto und i ein variabler Punct auf R. Die 
gemischten zweiten Polaren respective der Puocte O, t und o', i 
schneiden eich in (n — 2)^ Puncten, die der zweiten Polare von 
A angehören« weil in ibliea nach Nr. 124. die Berührung dieser 
Curve mit der gemeinen zweiten Polare von ^ Statt hat. Läsai 
man i aicb auf ü bewegen, während o and feat bleiben, ae 
en«ogeB die eben erwähnten beiden gemischten zweiten Po- 
laren swei projectiviache Curvenbüschei der (n — 2)-ten Ord- 
Dong» und der Ort der Durcbaehnittspuncte aweler eutaprechen- 
der Gnnren iat iat genau die zweite Polare von it. 

Für die Poncte o und O' kann man offenbar zwei beliebige 
andere zu substituieren, wenn sie nur auf R liegen, da die 
(n — 2)' Durchschnittspuncte der gemischten ziveiten Polaren 
von 0, i und o', i nach Nr. 77. nichts Anderes sind, als die 
Pole von R in Bezug auf die erste Polare von t. Hieraus er- 
gibt üich folgende andere Definition (M. s. Nr. 86.) : ^ 

Lehraatz V. Die mffeite Poiwre eümr ßermlen Ui der 
Ort der Fakt dieter Geraden in Bemtg auf die ereie Bih 
tare einee variablen Puneiee dereMen Geraden*)* 

a. Genieine und gemiacbte zweite Palaren einer 
Geraden. Diese Erklärung führt fast von selbst auf eine 
wichtige Verailgemeinerung. Wenn nämlich zwei Gerade R 
und if gegeben aiod, waa iat dann der Ort der Poie der einen 

*) 8alm9n^ &§het pkm €urU9f 1(2. 
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Geraden in Bezug auf die erste Polare eines Punctes, der sich 
^af der andern bewegt? Es seien in R beliebig swei Puncte 
O und 0' fixiert, und auf R ein beliebiger Punct i angenommen, 
so schneiden sich die gemischten zweiten Polaren der Poncte 
o, i und o\ i in (ii--2)^ Puncten, welche die Pole von B! in 
Bezug auf die erate Polare von i sind. Leezen wir i eich auf 
R bewegen, so erzeugen die erwähnten gemischten zweiten 
Polaren zwei projectivische Curvenbüschel (n— 2)*ter Ordneng» 
und der Ort der Durchschnittspuncte zweier correspondierender 
Curven ist eine Curve der 2(ii~2)-ten Ordnung, die offenbar 
die gesuchte ist. Ihr kann man den Mamen ffetuUeAte wweUe 
Polare der Geraden R und R* geben, um sie von der gemeinen 
wmeÜenMarewonB, die wir o1>en definierten, an unterscheiden. 

6. Weitere Definition der gemischten zweiten 
Polare zweier Geraden. Wie die gemeine zweite Polare 
von R der Ort der Puncte ist, deren conische Polaren von B 
berührt werden, so gilt von der gemischten zweiten Polare 
zweier Geraden E und R der Satz: 

Lehrsatz VI. Die gemischte %weite Polare weier Gera- 
den R und R ist der Ort eines Punctes, in Bewg auf 
dessen eonische Polare die Geraden R und R einander 
conjugiert sind. 

Gehen nämlich sowol die zweite gemischte Polare von O 
und I, als die von o' und i durch den Punct a, so geht die 
gerade Polare von t in Bezug auf die conische Polare von a 
nach Nr. 123. durch o und o', das heiszt i ist der Pol ¥0D Bf 
in Bezug auf diesen Kegelschnitt, w. z. b. w. 

* c. Eigenschaften des Durchschnittspunetes bei- 
der Geraden. Läszt man in den vorhergehenden Untersu- 
chungen in a. den Punct i mit dem Durchschnittspuncte der 
Geraden R und R' zusammenfallen, so findet sich, dasz die ge- 
mischte zweite Polare dieser beiden Geraden durch die (« — 2)^ 
Puncte geht, in denen sich die gemischten zweiten Polaren der 
Puncte 0, i und o\ i schneiden, das heiszt nach Nr. 124. durch 
die (» — 2)* Puncte, in denen die gemeine zweite Polare von i 
die gemeine zweite Polare von R berührt Folglich gilt der 8atz: 



Lehrsatz VII. Ble gemeine meette Poltere des IHsrtk- 
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schnittspunctes %weier Geraden berührt jede der gemeinen 
%weiten Polaren dieser Geraden in {n — 2)* Puncten, Diese 
2{n — l)"^ Berührungspuncte liegen alle auf der genUsciUen 
uoeüen Polare derselben beiden Geraden, 

li6. Die gemeinen und gemischten sweiteii Po- 
laren der Geraden, die durch einen Pnnct gehen, bil- 
den ein Nets. Soll die gemischte sweite Polare sweier 
Geraden JInnd Jf, die sich In einem gegebenen Puncto i schnei- 
den, durch einen andern vollstindig gegebenen Punct o gehen, 
•o Ist es nach Nr. 125 ^. notwendl^^ aber auch hinreichend; dass 
diese beiden Geraden In Besug auf die conische Polare von o 
eonjngiert sind, das helsat, dass sie mit dem von i ans an die 
cenlscbe Polare von o gelegten Tangenten S und ein har- 
monisches Stralenbflschel bilden. Bilden daher die Geraden 
Bff Ef F ein harmonisches Stralenbiisehel, so geht die ge- 
mischte sweite Polare von Jl und Bf durch die ^ole aller co- 
nlscben Polaren, die die Geraden E und F berfibren. Nun liegt 
aber nach Nr.lCMd. und Nr. 124., wenn eine conische Polare 
diese beiden Geraden berCbrt, der Pol auf der gemeinen swel- 
ten Polare dieser beiden Geraden. Die 4(n-!-2)* Durcbschnitts- 
puncte dieser beiden Gurven sind also die Pole von ebensovielen, 
dem Winkel EF eingeschriebenen conlscfaen Polaren, sind also 
Puncto aller gemischten sweiten Polaren, welche den Punct o 
enthalten, der Geraden, welche durch i gehen. Diese gemisch- 
ten sweiten Polaren bilden also ein CurvenbflSchel. 

Hieraus folgt, dasz durch zv\ei gegebene Puncte o und o' nur 
eine einzige gemischte zweite Polare von zwei Geraden geht — • 
die aber nicht gegeben sind die durch einen gegebenen Punct 
i geben. Daraus folgt: 

Lehrsats Vlll. ßie gemelm» und gemischtem Mweiiem 
Polaren. 90» Oeraden, die darek einen gegebenen Fund 
gehen, bilden ein geameirieehee Cfurvenneiit der 2)- 
ten Ordnung. 

Von welchem Index ist die Reibe der gemeinen zweiten 
Polaren aller Geraden, die durch den gegebenen Punct t gehen? 
Wir untersuchen, wieviele dieser zweiten Polaren durch einen 
beliebigen Punct o geben. Die Einhüllende der Geraden, deren 
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gemeine aweite Polare durch o gehen, ist nach Nr. 104^. die 
cooische Polare desselben Punctes. An sie kann man von i 
awei Tangenten legen. Durch t ^eben daher auch nur zwei 
Gerade, deren gemeine zweite PoUreo den Paoct o enthalten. 
Daher der Satz: 

Lehrsatz IX. Die ffemeinen wmeiten Polaren der Ge- 
raden, die durch einen ffeffeöenen Pimet gehen, bUäen 
eine Meike vom Indew 2. 

137. Die gemeine sireite Polare einer Geraden 
berfibrt die Carve Fon Heese in allen Puneten, die 
ele mit Ihr gemein bat Es sei jr ein der gemeinen aweiten 
Polare von Jl «nd der Cnrve von Eeeee fttr die FVindamental* 
cttnre Cm gemeinechafHiciier Pnnct Betrachtet man denselben 
als der ersten Cnrve angehOrig, so Ist p der Pol eioer conlscfaen 
Polare die R berfibrt« nnd gebOrt er der Cnrve von Beeee 
an, so entspriebt demselben Ponete ids coniscbe Polare eis 
Paar gerader Linien, die sieb Im eintsprecbenden Pancte e der 
Cnrve von Steiner scbneiden. Es gibt also soviel Durch* 
scbnittsponete der Cnrve von Heeee nnd der sweiten Polare 
von Rf als es Durebsebnittspnncte vdn Jt mit der Cnrve von 
ateiner gibt, das belsst 3(ii— 2)*. Daraus folgt: 

Lehrsatz X. Die gemeine zweite Polare einer belie- 
bigen Geraden berührt die Curve von Hesse iu den 3(»-'2)* 
Puneten, die sie mit dereelöen gemein hat. 

Da die coniscbe Polare von p dmrcb awei in ü snsammenlan- 
fende Gerade gebildet wird, so bat die Gerade R, die dnreb 
0 gebt, in Besng anf diesen Kegelschnitt eine nnbegrenste 
Zahl von Polen die nach Nr. llOo. alle auf einer xweiten Gera* 
den, die auch durch o geht, gelegen sind. Daher enthÜt eine 
Gerade It, die beliebig, aber nicht durch o gezogen Ist, einen 
Pol von Jl In Bezug auf die coniscbe Polare von p, das beiszt 
nach Nr. 1256., p ist ein Pnnct der gendscbten sweiten Polare 
der Geraden Jl und Jl'. Daraus ergibt sich: 

Lehrsats XL JHe 6(n— 2)^ Punete, in denen die Curve 
99n Hesse von den zwei gemeinen zweiten Polaren zweier 
Geraden berührt wird, Hegen eämmtHch auf der gemieek- 
ten MweHen Pelare äieeer beiden Geraden* 
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Die gemeinen zweiter) Polaren der Geraden > die durch ei* 
/ nen gegebenen zweiten Punct i geben, bilden nach Nr. 126. 
eine Reihe der 2(» — 2)-ten Ordnung und vom Index 2, werden 
also nach Nr. von einer Curve der 4(« — 2)-ten Ordnung 

umhüllt. Diese Curve ist nach Nr. i25c. aus der Curve von . 
Hesse und der gemeinen zweiten Polare des Punctes i zu- 
sammengesetzt, und die 8(« — 2)^ Puncte, in denen die gemei- 
nen zweiten Polaren zweier dieser (leraden die Curve von 
Hesse und die' gemeine zweite Polare von t berühren, liegen 
sSmmtlich auf der gemischten zweiten Polare derselben beiden 
Geraden. 

a. Die Curve von Hesse berührt die zweite Po- 
lare des dem Bern h r u ngsp u n cte entsprechenden Pun- 
ctes der Curve von Steiner. Wir haben bewiesen, dasz 
die gemeine zweite Polare von R die Curve von Hesse in p 
berührt. Auszerdem geht auch die genieine zweite Polare von 
0 durch p, so dasz dieser Punct für die erste Polare von 0 
ein Doppelpunct ist. Andererseits berühren sich die gemeine 
zweite Polare von o und die gemeine zweite Polare von Ä, 
einer Geraden, die durch 0 geht, nach Nr. ]24. in allen Puncteo, 
in den sie sich treffen. Daraus flieszt: 

Lehrsatz XII. IHe Curve pon Besse berü6r$ in eHiem 
beHMgen ihrer Punete die gemeine wmeUe fotare des 
entleerenden Punctes der Curve von Steiner. 

b* Eigenschafteo' der Tangenten der Garve von 
Hesse und Steiner in den Pnnoten und Aus dem 
VorliergebeDden folgt, dass die Tangente der Carve Ton Hesse 
In p naeb Nr. 74c.. der su po In Besag aof die beiden Geraden, 
welche die erste Polare von o Im Doppelpnnete p beiflhren, 
sngeerdoete harmonisdie Stral Ist, und dass, wenn die erste 
Polare von Oin p eine Spitze hat, in ihm die Rficfckehrtangente 
aueh die Corvo von Hesse berührt 

Dem analog ist die Tangente der Curve von Steiner in 
O der zu po in Bezug auf die beiden Geraden, welche die co* 
niscbe Polare von p bildenj zugeordnete barmoniscbe ötral. 

e. Weitere Eigenschaften des Pnnctes p* Be- 
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trachtet man eine zweite durch o gelegte Gerade Ä*, 8o wird 
die gemeine zweite Polare dieser Geraden die Curve von Hetse 
ebenfalls im Puncte p berühren. Umgekehrt: die Geraden« de- 
ren gemeine zweite Polaren durch p gehen, sind nach Nr. ]04|r« 
die Tangenten der conischen Polare von p\ aber dieser Kegel- 
schnitt löst sich in zwei durch o gelegte Gerade auf, so dasz 
alle Gerade, deren gemeine zweite Polaren durch p gehen, den 
Punct 0 enthalten. 

Die Canre Ton 'Sewte wird daher io p eowol von der ge- 
meioeo sweiten Polare too o als den gemeinen und gemleeh- 
ten xweiCen Polaren aller Geraden berfibrt, die durch 0 geben. 

4, Die Gerade R als Tangente der Curve vop Stei- 
ner. Wie die Berilbrongeponcte der Curve von Be99B mit 
der gemeinen sweiten Polare einer Geraden R den Durcheebnitts* 
puncten von R mit der Corvo von Steiner entsprechen» so 
wird, wenn R diese letstere Curve im Puncte o herOhrt, die 
gemeine sweite Polare von R eine vierpunctige Berfihrung mit 
der Curve von Heeee im entsprechenden Puncte p eingehen 
und dieselbe ausierdem noch in 3(«—2)*^2 andern Puncten 
einfach berahren. 

Die Tangenten an die conische Polare eines Punctes i sind 
nach Nr. 104^. die einzigen Geraden, denen gemeine zweite 
Polaren entsprechen, die durch i gehen. Dieser Kegelschnitt 
hat aber C(/i — — 2) Tangenten mit der Curve von Steiner 
gemein, so dasz die Reihe der gemeinen zweiten Polaren — 
von Geraden — , die eine vierpunctige Berührung mit der Curve 
von Hesse eingehen, vojn index 6(n — 2) ist 

Ist Jl eine Doppeltangente der Curve von Steiner, so 
bat die gemeine sweite Polare von R mit der Curve von Heeee 
swei vierpunctige und Z{n — 2)^—4 xweipunctige Beruhrungen. 

Ist endlich R eine VVendetangente der Curve von Steiner y 
so hat die gemeine zweite Polare von R mit der Curve von 
Hesse eine sechspunctige und auszerdem — 2)^ — 3 zwei- 
punctige Berührungen. 

128. Gerade Linien, deren zweite Polaren einen 
Doppel punct besitzen. Wie sind die Geraden beschaifen. 
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deren gemeine zweite Polaren einen Deppelpnnct besitsen? 
Da die gemeine zweite Polare einer Geraden Jl der Ort der 
Pole iel^ deren eonische Polaren Jl berfihren, so ist es« wenn die 
zweite Polare einen Doppeipnnct haben soll» notwendig, dasz 
die conische Polare mit Jt mehr als zwei Pnncte gemein habe, 
das heiszt, dasz sie eine conischci Polare sei, die sich in zwei 
gerade Linien anflSst, d^ren eine R Ist. Darens folgt: 

Lehrsatz XIII. Die Geraden, deren gemeine zweite 
Polaren mit einem Doppelpuncte entsprechen, sind dieje- 
nigen, welche %u zwei und zwei die conischen Polaren der 
Puncte der Curve von Hesse darstellen. Die Doppelpuncte 
der gemeinen zweiten Polaren dieser Geraden sind eben 
diese Puncte der Curve von üeete. 

Die gemeine zweite Polare eines beliebigen Pnnctes i 
schneidet die Cnrre von HesMe in 3(ii — 2)* Pnneten, den Po- 
len von ebensovielen couischen Polaren, die durch i geben»' 
deren jede ans dem System zweier Geraden besteht. Daraas 
folgt: 

Lehrsatz XIV. Die Geraden, welche die conischen 
Polaren der Puncte der Curve von Hesse darstellen, wer' 
den von einer Curve der 2)*-/^ Glosse umhüHL 

129. Ort eines Pnnctes, deszen coniscbe Polare 
in ein einem gegebenen Kegelschnitt conjagiertes 
Dreiseiteingeschrieben ist. Die gemischte zweite Polare 
zweier Geraden R und M! ist der Ort der Puncte, fOr welche 
die Tangenten, die man an ihre conische Polare Tom Puncte 
R'R aus legen kann, mit diesen Geraden harmonische Stra^ 
lenbfischel bilden. Solche conische Polaren erzeugen eine Reihe 
▼em Index 2(n— 2)^ da dieses die Zahl der Puncte ist, in denen 
die erwähnte gemischte zweite Polare von der gemeinen zweiten 
Polare eines beliebigen Punctes geschnitten wird. Nach Nr. 85. 
gibt es also unter diesen Kegelschnitten 4(ii— 2)', die eine 
beliebige Gerade berühren. 

Nnn sei ein beliebiger Kegelschnitt C gegeben, und man 
▼erlange, den Ort eines Pnnctes zu bestimmen, deszen cooiscbe 
Polare In ein der Cnrve C conjugiertes Drelseit eiogeschriebeo 
sei. Es sei « ein beliebiger Pnnct, und A die gerade Polare 
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VM « ia Beng aiif C Ks gibt nao 4<fi— 2)* cooische Polaren, 
4ie A mad zwei sieb in a scbneidende Gerade beruh reo, die 
in fiezug auf C einander conjogiert sind, das heisst 4(n — 2)' 
eoalscbe Polaren, die zu C conjugierten Dreisei tea eingescbrie* 
ben sind» deren eiM Seite Ä ist. Die coiMMbeo Polaren die 
A berihren» knben aber ihre Pole auf der gemeinen zneiten 
Polare von A^ ao daM daher der geeoehte Ort 4{n — 2)^ Paacte 
ait der gemeinen zweiten Polare einer beliebigen Geraden ge- 
mein hat. Dan beiaat, er iat eine Cnrve der 2(fi — 2)-ten Ord« 
nnng. 

Hat ein dem Kegelschnitt C conjngiertes Dreiseit einen 
Scheitel o auf dieser Cur?e, so fallen zwei Seiten mit der Tan- 
gente zusammen, und die dritte ist eine beliebige durch o ge- 
legte Gerade. Gehört dieser Punct o der Curve von St ei" 
ner an, das heiszt, ist o der Doppelpunct der conischen Polare 
eines Punctes p der Curve von Hesse, so kann dieser Kegel* 
acbnitt als in dieses Dreiseit eingeschrieben betrachtet werden. 
Folglich entsteht: 

Lehreats XV. üer Ori eineg ^meiet, desaen cmUfeke 
Polare in ein einem beUMgen gegebenen Kegeieckntn 
egnpigiertee DreUeii eingeeekrMen i$t, iei eine Cluve 
4er 2(ii— 2)-!^ Ordnung f meleke die Cnrve von Heeee 
in den Pnneien eekneidet, die den Jhtrehecknliiepnneten 
der iJvTve van Steiner mU dem gegebenen Megeteekniti 
entsprechen* 

Diese Curve der 2(n — 2)-ten Ordnung ist, wenn der ge- 
gebene Kugelschoitt in ein Paar gerade Linien degeneriert, 
nichts Aoderea» als die gemiachte zweite Polare eben dieser 
Geraden. 

£lnem jeden beliebigen KegelsehnlU eoUprieht daher eine 
heetinimte Conre der 2(ii— .3)*teo Ordnong, und gemiai dem 
Theorem in Nr. 111/1 iat augoDbllchlieh Uar« daaz allen Regel- 
aehnitten, die demaelhen Viereek vmgeechrieheo aindj ebenao- 
▼iele Cnrven der 2^-^2)*ten Ordoang entoprechen vrerden, die 
ein CorfenMhiehel büdeft. 
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Hie Cnrven iron Hesse und €»yley einer Cnrve 

dritter Orilniiii|r* 

130. Nähere Bestimmung der zu betrachtenden 
Gurken dritter Ordnung. Wir wollen jetzt die im Vorher- 
gehenden auseinandergesetzte allgemeine Theorie auf den Fall 
anwenden, dasz die Fundamentalcurve von der dritten Ordnung, 
also eine Curve sei, die wir ohne vielfache Puncte voraus- 
setzen. Daraus folgt dann nach Nr. 70., dasz sie von der sechs- 
ten Ciasse ist, und nach Nr. 100.» dasz sie neun Wendepunete 
besitzt 

fl. Gerade und conische Polare eines Punctes. 
JedeGerade hat vier Pole. Jeder beliebige Punct ist nach 
Nr. 68. der Pol einer conischeu und einer geraden Polare. 

Durch zwei beliebig gewählte Ponete geht nach Nr, 77 a. 
nur eine einzige conische Polare. Alle conischen Polaren« die 
durch einen Punct 0 gehen» haben noch drei andere Pancte Og, 
0^, Og gemeinschaftlieb» und ihre Pole liegen sämmtllch auf ein 
. nnd derselben Geraden» wehshe die Polare eines jed^n der 
vier Puncto o, Oi, o^, ist. 

Eine Gerade hat daher vier Pole, und zwar die Scheitel 
des Vierecks, das den conischen Polaren der Puncte dieser 
Geraden eingeschrieben ist. 

Alte Gerade, die durch denselben Punct o gehen, haben 

Crem Otto, Ebene Curvem, 14 
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ihre Pole aaf einem Kegelsclmitte, der nach Nr. 69 a. die co* 
Iiisehe Polare tob o ist. 

ö. Gemischte zweite Polare zweier Puncte. Die 
gerade PoJare eines Punctes o' in Bezug auf die coniscbe po». 
lare eines andern Punctes o fällt nach Nr. 69 c. mit der geraden 
Polare Ton O in Bezug auf die conische Polare von o* znsam* 
men. Daraus folgt, dasx, wenn man von o die Tangenten an 
die conische Polare von o' und von o' die Tangenten an die 
conische Polare von 0 legt, die vier Berührungspuncte in ein 
und derselben Geraden liegen, die nach Nr. 123. die gemUelUe 
wwHie Polare der Puncto 0 und o* ist 

c. Die Fundamentalcurve ist von der sechsten 
Classe. Von einem beliebigen Puncte Q der Ebene kann man 
im Allgemeinen sechs Tangenten an die gegebene Curve dritter 
Ordnung legen, da dieselbe eine Curve sechster Classe ist 
Die sechs Dcrührungspuncte liegen alle auf der conischeo Po- 
lare des Punctes 0. 

tf. Der Ponct O als Punct der Fundamentalcurve. 
Ist O aber ein Punct der Curve dritter Ordnung, so wird diese 
in ihm sowol von der geraden als von der conischen Polare 
desselben Punctes berührt. In diesem Falle gehen von o nur 
vier Gerade aus, welche die Corvo dritter Ordnung in andern 
Puncten berühren. Die Berührungspuncte sind nach Nr. 71. 
die vier Durchscbnittspuucte dieser Curve mit der conischen 
Polare von 0. 

131. Das anharmonische Verhältnisz der vier Tau- 
genten, die man von einem Puncte der Fundamental- 
curve an dieselbe legen kann, ist constant. £s sei o 
ein Punct der Curve dritter Ordnung, welche die conische Po- 
lare dieses Punctes auszer im Berührungspuncte o noch in a, 
b, c, d schneidet, so dasz also nach Nr. YZQd. die Geraden 
o(a, b, c, d) die Tangenten der Curve dritter Ordnuog in den 
Puncten a, b, c, ä sein werden. 

Nach Nr. 90. wird eine Tangente von der tmendBeh nahen 
Tangente in ihrem BerOhrnngspnnete geschnitten. Ist also o* 
der Punct der Grnndcnrve» der unmittelbar auf 9 folgt« so sind 
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die Geraden ^ 4) 4ie vier Tangentoii, die man daieh 9' 

Ugen kann. Da nun die CMiteclM Polara vön O die Onrve 4fit« 
ter Ordnung in a berfibri und Iwa» b, c, 4 eebneidel^ «o liegen 
die sechs Puncto o*, a, b, e, d aUe auf .demetlben Kegel« 
sclinitt, das beiszt nacli Nr. 62., die beiden Bfleebel Mß» A»<^ 4) 
und .o'(«^ b, c, d) baben dasselbe Ooppelyerbältnisx. Damit ist 
bewiesen, dasz dae anbarmoniscbe Verhältnisi der Yier Tan- 
genten, die man von einem Puncte 0 der Ftindamentalconte an 
dieselbe legen kann, sieb nicht verKnder^ wenn man xum an« 
mittelbar folgenden Pancte fibergeht Das gibt den Sata: 

Lehrsatz I. Das anharmonische Verhältnis^ des Bü- 
schels der vier Tangenten^ die man von einem beliebigen 
Puncte einer Curve driller Ordnung an dieselbe legen 
kann, isl conslant*)* 

a» Die Durchschnittspuncte der Tangenten zweier 
Puncte der Fundamentalcurve liegen auf vierKeget- 
schnitten. Aus dem Vorhergehenden folgt, dasz, wenn 
0{a,Jb, Cy d) und 0'(a', ö', c', d') die beiden Tangentenbüschel in 
Bezug aui* zwei beliebige Puncte o und O' der Curve dritter 
Ordnung sind, die vier Puncte, in denen die Tangenten des 
ersten Büschels die entsprechenden Tangenten des zweiten 
Büschels schneiden, nach Nr. 62. auf einem Kegelschnitte liegen, 
der durch O und O' geht. Die Tangenten können sich nun aber 
auf vier verschiedene Weisen entsprechen, da nach Nr. 1. das 
Doppelverhaltnisz des Büschels oia, b, c, d) lult denen des Bö* 
schels o{b, d, c), o(c, d, a, b), o{d, c, b, a) identisch ist. Die 
sechszehn Puncte also, in denen die vier Tangenten durch o 
die vier Tangenten durch o* schneiden, liegen auf vier Kegel- 
scbniiteo, die durch o und 0' gebeo. 

b. Doppelverhiiltnisz einer Curve dritter Ord- 
nung. Das con^/aTl/ß anharraonische Verhältnisz der vier Tan- 
genten, die von einem beliebigen Puncte einer Curve dritter 
Ordnung an diese gelegt werden können, kann man Doppelter' 
hällmsz der Curve driller Ordnung nennen. 



*) £f«{«oii, 7%Mm» mar Im oo w btt tk trouibm degrt, {Cr^Uev 
Joamal, T. 4S. Beilin, Bdmer, 1851. 8.974.^ Sigktr plm«'eune»i p.^-6l'. 
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£ine Curve dritter Ordnung beUzt harmonisch, tvenn ihr 
anharroonisches Verhfiltoisz die negative Einheit ist, das heiszt, 
wesB die vier Tangenten, die Ton einem beliebii^en Puncte der 
Carve an sie gelegt irerden kOonen, ein harmoniechee Stralen- 
bflaebel bilden. 

Eine Curve dritten Grades beiszt äquianharmonisch, sobald 
das Doppelverbältnisz derselben eine imaginäre dritte Wurzel 
aus der negativen Einheit ist, das beiszt, wenn die vier durch 
einen ibrer Puncte gelegten Tangenten die drei anharmonischen 
GrundverhältniesM: unter einander gleich haben (M. s. Nr. 27.). 

13*2. Die Curven von Hesse and Steiner fallen 
zusammen. Besteht die conische Polare eines Punctes o aus 
ein Paar Geraden, die sich in 0* schneiden, so ist umgekehrt 
nach Nr. 78. die conische Polare von o' ein Paar in o sich 
schneidender Geraden. Folglich ist der Ort der Doppelpuncte 
der conischen Polaren, die sich in Paare gerader Linien auf- 
losen, auch der Ort ihrer Pole, das beiszt nach Nr. 88. und 90., 
die Curven von Steiner und vou Hesse eind ein und dieselbe 
Curve der dritten Ordnung. 

a. Einbullende der Geraden 00'. Auszerdem uird, 
da die Gerade 00' der Ort zweier Geraden ist, welche die bei« 
den Puncte o und o' der Curve von Hesse mit den entspre- 
chenden Puncten o' und o der Curve von Steiner verbinden, die 
Einhüllende von 00', die dem allgemeinen Theoreme in Nr.08Ä. 
gemäsz von der sechsten Classe sein soU, sich in unserm Falle 
auf die dritte Ciasse reducieren 

b, DieCurve vonHesse einesNetzes zweiterOrd- 
nung. Die Puncte o und o' sind nach Nr. 98*. conjugierte * 
Pole in Bezug auf irgend eine conische Polare, welche ein 
geometrisches Netz zweiter Ordnung bilden. Daher entsteht: 

Lehreats II. Der Ort der Paare vimPoien, die inBe- 
tuff auf die Curven eines Neides von Kepeischniiien eon- 



*) CajfUjft MUmm mar lu ennrbt» inuHm «räre (Jooms) de 
M. LiouvilUf aofit 1844» p. 890). 
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jugierisM, M eine Carte 4er Mtiem ürdaung (Die (hone 
von Besse de$ Neides) *). 

c. DieCnrve Ton Hesse als Einhfiliende der gera- 
den Polaren Ihrer PancCe* In der allgemeinen Theorie 
Nr. 118. und l^a. ist bewiesen, dass die Cnrve von Sieinet 
in einem beliebigen Panefe von der geraden Polare des ent* 
sprechenden Panctes der Curve von Beeee berflhrt wird, und 
dasi die twjBite Polare eines Pnnctes der Curve von Steiner 
die Cnrve von Heese im entsprechenden Puncte berdhrt im 
Falle der Curve dritter Ordnung fallen diese beiden Eigensdiaf- 
ten in eine zusammen« nim|ich dahin» dass die Tangente der 
Cnrve von Hesse in o die gerade Polare von o* ist. Daraus 
folgt: 

Lehrsatz III. Die Curve von Hesse ist die EMül' 
iende der graden Polaren ihrer Pmcte, 

Dieser Lehrsatz iSszt die sechs Tangenten bestimmen« die 
man von einem beliebigen Puncto i an die Cnrve von Hesse 
Legen kann. Die geraden Polaren» die durch i gehen, haben 
, nämlich ihre Pole auf der conischen Polare von i, welehe die 
Curve von Hesse in sechs Pancten schneidet» deren jeder als 
gerade Polare eine Tangente der Cnrve von Hesse hat» die 
durch i geht NatOrllch liegen die BerOhrungspuncte dieser 
sechs Tangenten anf der conischen Polare von i nach der Curve 
von Hesse genommen. * 

133. Tangenten der Curve von Hesse in zwei coa- 
jugierten Polen. Es seien (Fig. 8) o und 0' zwei in Bezug 
auf die conischen Polaren conjugierte Pole, dann ist die co- 
nische Polare von o das System zweier Geraden ab und cd, 
die sich in o' schneiden» und die conische Polare von 0' wird 
aus zwei andern Geraden ad und bc gebildet, die sich in o 
schneiden. Schneiden sich diese beiden conischen Polaren 
gegenseitig in a, b, c, d, so sind dieselben nach Nr. 130a. die 
Pole der Geraden oo', und die Geraden ac und bd, deren Durch- 
scbnittspunct u sei, bilden die conische Polare eines Punctes 
der auf der Geraden oo' liegt. Die Puncte u und uf sind 

*) j7««se, Udter die Wend^pmcU u, <. to» S. 105. 
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daher swei nene eonjugltrte Pole« tmd «' kf der dritte Dnrcli- 
stiholttepvoet der Curve von Heswe mH 4M^, 

Nach Nr. 696.fäUt die gerade Polare von o* belogen auf die 
FundamentaleurTe mit der Polare Yon o' in Bezug auf den Ke« 
geleebnitt zusammen, den die beiden Geraden ad und bc bii* 
den. Folglicii ist nach Nr. 132tf. OUt die Tangente der Curve 
von Hesse im Puncto 0, der zu oo' conjugierte harmonische 
Stral In Besag auf ad und bc. Diese Eigenscliaft kann man 
auch aus dem Theorem in Nr. 1276. herleiten. Dem analog 
iet O'u die Tangente der Curve von Hesse in o'. Hieraue folgt: 

Lehrsatz IV. Die Tangenten der Cvrve von Hesse 
in zwei conjugierten Polen o und o' schneiden sich in 
einem Puncte dieser Curve, der der conjugierte Pol des 
dritten Durchschmllspunctes derselben Curve mit der 
Geraden oo' ist. 



a. Correspondierende Puncte einer Curve dritter 
Ordnung. Zwei Puncte einer Curve dritter Ordnung heiszen 
correspondierende Puncte, sobald sie denselben Tangential- 
purict haben (in. s. Nr. 3ü^.}, das heiszt, wenn die Tangenten 
in diesen Puncten die Curve in demselben Puncte schneiden. 

Indem wir uns dieser Bezeichnung bedienen , kSneen wir 
engen, dasa swei in Besog auf ein Netz von KegelscbnitfeD 
conjugierte Pole correspondierende Puncte der Curve von Heeee 
diesen Netzes sind. 

b. Curve von Cayley der Fun damentaicurve. Da 
die geraden Polaren von o und o' sich in u schneiden, so wird 
<iie conische Polare voti u durch o und o' gehen. Da aber 
u ein Pimct der Curve von II es s e ist, so besteht seine conische 
Polare aus der Geraden 00' und einer zweiten Geraden durch 
II*. Daraus folgt: 

Lehrsatz V. ]^ne Gerade, dU itwei conjugierte Pole 
o und 0' perbindet und fOtlgüeh dU Curve von Heese in 
einem dritten Punete vf sehäeidet, büdet einen Teil der 
eonischen Polare des Bmetes u, weleäer der eonjugi^te 
Pol des Punetes W ist. 

Die Geraden, welche die cooischon Polaren der Puncte 
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der Curve von BtM^e bilden, werdeD nach Nr. 128L von einer 
Curvc dritter Classe amhfllit. Diese föllt nim m\i der Einhül- 
lenden der Geraden xosamiiieii» welche zwei eorrespoodierende 
Puncto der Curvo voo Hes^B mit einander verbindet (M. e. 
Nr. 132«.). 

Dieser Curve geben nir den Namen Curve von Cayley 
der gegebenen Curve dritter Ordnung, zu Ehren des berühmten 
Cayley y der in einer seiner elegantesten analytischen Abhand- 
lungen die interessantesten Eigenschaften derselben querst auf- 
fand und bewies*). 

c. Tangenten tou einem Puncto der Hesseschen 
Curve an die von Cayley. Die Tangenten, die man von 
einem Puncto 0 der Curve von Hesse an die von Caylep 
legen kann, sind die Gerade, welche o mit seinem conjugierten 
Pole 0* verbindet, und die beiden Geraden, welche die coniscbe 
Polare von o' bilden. 

if. Andere ErIcUroiig der Cur? en von Heese uod 
Cayley. Sind n, b, e, d die vier Pole einer Geraden Jl, ao 
bilden die Geradenpaare (öc, ad), {ca, öd), {ab, cd) drei coniaehe 
Polaren, deren Pole auf Jt liegen. Die Dnrcbecbnittepanote die- 
eer drei Paare gerader Linien geboren also der Corvo von 
B0S90 ae. Das gibt den Sats: 

Lehrsatz VI. Die Curve von Hesse ist der Ort der 
Diagonalpuncte , und die Curve von Cayley die Ei^hül" 
' lende der Seiten des vollständigen Vierecks^ denen Vier 
Soheilel 4iß Pole einer beliebigen Geraden biiden. 

134. VIereeitey deren Scheitel correapondierende 
Pnncte der Curve von Heese sind. Es seien a, o'; 6, 
^ swel Paare conjdgiorte Pole; c der Dorchschnittspuncf, der 
Geraden ab und a^b*; & der der Geraden ab^ i|nd a*b. Dann 
sind ß, afp b, b*t €t c* die sechs Seheitel eine« vollstlndigen 
Viereeita, an4 da nach der Voranssetanng die Endpvncte der 
beiden Diagonalen aaf und bb* In Boing auf eine beliebige co- 



A Mmmr on aarve» nif Hkt lUrd mikr (fUloMpUfil fkoaiaotionf, 
voi. 147, pMrt$, X^oo 18»7, fb419««44e). 
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nische Polare conjugierte Pole sind« so sind nach Nr. KHK auch 
die Puncte c und c' conjup^ierte Pole in Bezug auf da» Däm- 
liche Netz Kegelschnitte. Daraus folgt: 

Lehrsatz VII. Sind a, b, c drei Punefe der Curve 
van Heeee in gerader Linie, so Mlden die drei Pole e(, 
b^, die 'ihnen beaügüeh eof^uffien eind, ein Dreieck, 
deetten Seiten b*e*, e'af, o'y, reepeeUee durch a,b,e gehen» 

Hieraus ergibt sich, dasz, wenn zwei conjugierte Pole a 
und a' und ein dritter Punct ö der Curve von Hesse gegeben 
sind, es« um den conjugierten Pol ö' zu finden, genügt, die Gera- 
den da und öa' zu ziehen. Diese schneiden nämlich die Curve 
neuerdings in c und c', und der gemeinschaftliche Puuct der 
Geraden ca* und c^a Ist daoo der verlangte*}. 

a. Involution der Verbindungslinien conjugier- 
ter Pole mit einem Puncte der Curve von Hesse. Die 
Geraden« die man von einem beliebigen Puncte o der Curve 
von Hesse nach den conjugierten Pol paaren ziehen kann, bil- 
den eine quadratische Involution. Schneidet nämlich eine be* 
tiebig durch o gelegte Gerade die Curve von Hesse in a und 
b, so liegen die conjugierten Pole nud b' dieser Puncte eben- 
falls mit o in gerader Linie. Die Geraden oab und eafb* sind 
also in der Art mit einander verbunden, dasz die eine die .an* 
dere, und zwar nur auf eine Art bestimmt. Folglich u. s# w. 

b. Umkehrung des Vorigen. Sind umgekehrt sechs 
Puncte a, a'; b, b'; c, c' gegeben, so ist der Ort eines Pun- 
ctes 0, für welchen die Paare von Geraden o{a, a')^ o{byb'), 
o(c, c') in Involution stehen, eine Curve dritter Ordnung, für 
welche a und a', b und b\ c und c' correspondierende Puncte- 
paare vorstellen 

135« Die Cvrve von Cayley als Ort der ▼erbunde- 
nen Pole der Puncte der Curve von Hesse. Wenniwel 
der vier Pole {verbwidene Poie) einer Geraden in einen eiozi- 



*) Maclauriny a. o.,0., 284. 

*) CajfUjff Menrnn nur U» -eourbe»- du tnitihM ordn, p.887. 
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g«n Punct 0 suiammenfalleii, so gehört iKeser Paact nach 
Nr* 906« der Garve von Be99e an« und alle eonischen Polaren, 
die durch ihn hindurchgehen, haben In ihm dieselbe Tragente 
00^ Es seien nun (Fig. 8.) nnd die beiden andern Pole 
der geraden Polare (^tt) von o, das beisst, es seien Oi und 
0% die Puoctc« in denen die Geraden {aä nnd be\ welche die 
conische Polare von & bilden, die Gerade schneiden, irelche 
dorch ti' geht nnd mit ao^ ausamnien nach Nr. 133^. die conische 
Polare von ti bildet. 

Zwei der Tangenten, welche nach Nr. l^SA von Oi an die 
Curve Ton Cayief gelegt werden können, fallen mit OiO an- 
sammen, und die dritte ist 0i9^ Ebenso fallen von den Tan- 
genten, die man von i>a Cayiegseke Curve legen kann, 
zwei mit o^o zusammen und die dritte ist Folglich he- 
rfihren nach Nr.30L die Geraden .00^ und 00^ die Cnrve von 
Cayley in 0% nnd Oa. 

Hieraus folgt nach Nr. 105.« dasz die Curve von Cayley 
der Ort der verbunden Pole der Puncto der Curve von Hesse 
ist Das heiszt: 

Lehrsata VIII. Bewegt Meä eine gerade Polare so, 
das* eie die Curve von Heeee eitMilt, eo durekiaufm awei 
ikrer Foie, die i» einen Fimet wueammenfaUen, die Garoe 
pon Besse selbsi, tmd die Mdem emdem van etnander 
verschiedenen Pole besekreiöen .die Oarve von Cagieg. 

a. Taiigeoten . von einem Puaete der Curve von 
Hesse an dieCurv« von Cayley. Man bemerke noch, dass 
von einem Ponete der Curve von Besse drei Tangenten an die 
Corvo von Cayley gezogen werden können, nämli^ o{Oi, O2» o"), 
und dasB von diesen die beiden OOi und 00^ sich derart entspre- 
chen, dasa die durch Ihre Berfihrnngspuncte gezogene Gerade 
OjO^ selbst eine Tangente der Curve von Cayley ist. 

ö. Die Curve von (^ayley ist von der sechsten 
Ordnung. Diese Gerade, die durch u' geht und mit 00' die 
conische Polare von u bildet, schneidet die Curve von Cayley 
nicht blos io Oj und verbundenen Polen von 0, sondern 

auch in o\ und o'^t den verbundenen Polen von 0'. Da nun 
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diese Gerade eine Tangente der Qwfe fon Caylej/ ist, io 
folgt aogeobUcUich» 4a» dieie laUtt C«r?e jw der i^bsteii 
(Mmmg ist 

Dies läfizt sich auch noch auf folgende Weise zeigen. 
Darob einen Panet t laszen sich nach Nr. 132c. sechs Tangen- 
ten an die Curve von Hesse legen. Jede dieser Geraden hat 
zwei in einen Punct derselben Curve von Hesse zusammen- 
fallende Pole, und folglich liegen die übrigen zwölf Pole auf der 
Curve von Cayley. Aber die Pole der Geraden, die durch < 
gehen, liegen alle auf der conischen Polare von t, diese schnei- 
det also die Curve von Cayley in zwölf Puncten, woraus sich 
ergibt, dasz diese von der «ecbst^o Ordoung sein musz. 

c. Harmonische Eigenschaft der Verbindungs 
geraden zweier conjugierter Pole. Aus dera Vorherge- 
henden ergibt sich, dasz, wenn oOi eiue Tangente der Curve 
von Cayley ist, der Berührungspunct Oi ein dem Puncte oder 
Curve von Hesse verbundener Pol ist, der in derselben Gera- 
den liegt, ohne dasz jedoch auch sein correspondierender Punct 
o* in derselben sich beflndet. Bezeichnen wir also durch 0 den 
Berührungspunct der Geraden oo' mit der Curve von Cayley f 
so ist 0 ein dem Puncte u* verbundener Pol. 

Es sei s' der dritte Derdwcbnittepaaeft der Cvr?e wen Messe 
mit Ml'» und es eel ii der eonjogierte Pol von it'. Die Gerade, 
welelie dercii ii' geiit «od mit UMf die conleebe Polare won n. 
bildet, schoeidet dann oa* im Ponete o. 

Nun geht die gerade Polare von n in Bezug auf die conische 
l^olare von o durch o'; dieser Kegelschnitt ist daher ein Paar 
iu O' sich schneidende Geraden. Aber die gerade Polare von 
n in Bezug auf die conische Polare von o fallt nach Nr. 130^. 
mit der geraden Polare von o in Bezug auf die conische Polare 
von n zusammen, das heiszt, in Bezug auf das System (uu', 
ll'c). Der Pol o und die Puncte u', o, O', in denen die Gerade 
00' den Kegelschnitt und die gerade Polare, die wir oben er- 
wähnten, trifft, bilden also nach Nr. 110 o. ein barmoniacbes 
Popctsyatem. Daraus folgt: 

Lehrsatz IX. Die Gerade, die zwei conjugierle Pole 
verbindet, wird durch den driUen Durc/ischmlispuncl mil 
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der Curve von Hesse und den Berührung^unci( Curve 
von Cayley harmonisch geteilt*). . 

136. Poloconica einer Geraden. Die Einhüllende 
der geraden Polaren der Puncte einer gegebenen Geraden R 
ist ein Kegelschnitt, der auch nach Nr. 103. der Ort der Pole 
der conischen Polaren ist, die R berühren, oder auch nach 
Nr. 125. der Ort der Pole von R in Bezug auf die conischen Po- 
laren der Puncte von R. Diesen Kegelschnitt, der der allge- 
meinen Theorie in Nr. 104. geniäsz die geraeine zweite Polare 
von R ist, werden vrir im vorliei^enden Falle kurz die gemeine 
Poloconica der Geraden R neDnen. 

a. Weitere Definition der conischen Polare. Die 
conische Polare eines Punctes i kann auszer als Ort der Puncte, 
deren gerade Polaren durch i gehen, nach Nr. ]04^. auch als 
Einhfillende der Geraden definiert werden, deren Peioconiken 
durch i geheol 

b. Neue Definition der Ourven von Hesse und 
Cayley. Die Geraden, deren Peioconiken einen Doppelpunct 
haben, stellen nach Nr. 148. die coniscben Polaren der Puncte 
der Curve von Hesse vor, das beiszt, sind Tangenten der 
Curve von Cayley* 

Wir betrachten wieder di« Gerade W (F%. 8) nnd wollen 
die Poloeonica als Ort der Pole untersuchen » deren eonieche 
Polaren oa* berfihreo. Da die oo' ein Teil der conischen Po* 
lare von u ist, so musz nach Nr. 128. dieser Punct f&r die ge- 
sachte Poloconica ein Doppelpunct sein. Anszerdem hat die 
cobiSche Poltre eines jeden der Pnncte o und & zwei zusam- 
menfallende Puncte mit 00' gemein» so dasz folglich die Po- 
loconica dieser Geraden durch das Paar gerade Linien uo nnd 
HO* dargestellt ist. 

Hieraus« sehen wir, folgt also: 

Lehrsatz X, IHe Curve von Hesse ist der Ort der 
Dappelpuncie der Foloconiken, die sich inMwei Gerade auf" 



*) Caj/Ujif A Mmoir on curves etc. p. 425, 
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iosen, und ist gleichzeitig die Einhüllende dieser Geraden, 
Die Curve von Cayley hingegen ist die Einhüllende der 
Geraden^ deren Poloconiken betrachtet wurden*). 

c. Gemischte Poloconica zweier Geraden. Der 

Ort eines Punctes in Bezog auf deszen conische Polare smt«! 
Gerade R und R conjugiert sind, ist ein Kegelschnitt, — nach 
der allgemeinen Theorie die gemischte zweite Polare von R 
und R — , den man gemischte Poloconica der Geraden R und R 
nennen kann. Dieselbe ist auch nach Nr. 125/1., b. der Ort der 
Pole einer beliebigen dieser beiden Geraden in Rezug auf die 
conischen Polaren der Puncte der andern. 

if. Fortsetzung. Die gerade Polare des Durehschoitta- 
punctes zweier Geraden R und R berührt die gemeinen Polo- 
coniken dieser beiden Geraden in zwei Puncten, die nach 
Nr« 125 e. auf der gemischten Poloconica üieeer beiden Gera- 
den liegen. 

137. Jede Poloconica berührt dieCurve von Hesse 
in drei Puncten. Kach Nr. 122. und Nr. 127. folgt: 

Lebr«ats XL Wenn eine Gerade R die Citrve von 
Heeee in den drei Puneten a, b, e eeknMeK eo berührt 
die Foioeoniea von R äeee (kree in den drei eonjugier* 
ten Polen ef,V & dieeer Funete. 

• 

Darane folgt« dass» wenn R eine gewtibuUche Tangente 
der Curve Fon Heese mit dem Berührungspuncte a ist, und 
dieselbe nochroala einfach in b schneide^ die Poloconica von 
R mit der Corvo von Hesse in a', dem conjugievten Pole von 
a, eine vierponctige, uod in b', dem conjugierten Pole von b, 
eine aireipnnctige Berührung eingebt. Berührt aber R die Curve 
von Hesse in einem Wendepuncte a, so bat nach Nr. 127 «K. 
die Poloconica von R mit dieser Corvo eine eecbspnnctige Be- 
rOhrong in af, 

a. Eigenschaften der Berührungapuncte. Die sechs 
Berttbrungspuncte der Curve von Heeee mit den gemeinen 
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Poloconiken zweier Geraden liegen nach Nr. 127. säfflmtlich auf 
der gemischten Poloconica beider Geraden. Daraus folgt: 

Lehrstaz XII. Schneiden %wei Oerade die Curve von 
Hesse in sechs Puncien, so liegen die conjugierien Pole 
dieser Geraden auf demselben KegelschniU 

liehrsats XIII. Legt man durch Mb drei Pimete, i» 
denen die Curve pon Besse von einer Poiocanfca berührt 
wird, einen beHeHgen weiten Kegelschnitt, so trift die^ 
ser die Curve von Hesse in drei neuen Puneten, in denen 
dieselbe von einer mveiten Poloconica berührt ivird. 

Wir sahen in Nr. 1366., dasz, wenn o und o* (Fig. 8) zwei 
conjugierte Pole sind« in denen die Curre von Messe von 
Geraden berührt wird, die sich in ti schneiden, diese beiden 
Geraden die gemeine Poloconica von 00' darstellen. Diese Po- 
loconica berührt die Curve von Hesse in u, o, O', Die letzten 
drei Puncte also und drei ihnen analoge liegen immer auf ein 
und demselben KegelschniU. 

b. Conische Polare eines Punctes der Curve von 
Hesse in Bezog auf dieselbe Curve. Die vier Tangen- 
teoy die man von u aus nach vier andern Puneten der Curve 
von Hesse ziehen kann, bilden nach Nr. 1366. die beiden ge* 
meinen Poloconiken der beiden Geraden« die in tf' sich schnei- 
dend die coniscbe Polare von u darstellen. Die Beruhrungs- 
puncte dieser vier Geraden liegen auf einem Kegelschnitte* der 
nach Mr. 130 1/. die Curve von Hesse in u berührt» ausserdem 
liegen aher die Berühningspnncte der Curve von Hesse mit 
den geraeinen Poloconiken zweier Geraden auf der gemischten 
Poloconica dieser Geraden. Folglich erscheint der Satz: 

Lehrsatz XIV. Die conische Polare eines Punctes u 
der Curve von Hesse in Betrug auf diese nämliche Curve 
fälll mit der gemischten Poloconica der beiden Geraden 



•) Allgemeiner gilt nach Nr. 129. der Sat7 : 

Schneidet ein Kegelschnitt die Curve von Hesse in .sechs Puneten, 

90 liegen die conjugierten Pole dieser Puncte aiff eÜem zweiten K^el- 

9Ck»UL 
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zusammen, welche in Bezug auf die Fvndameataieurpe 4ie 
eonUehe Poiare pon.u äantelietu 



138. Beigeordneter Kegelscheitt Eine beliebige 
TraD8?ersaIe, die dureb den festen Pol 4f gesogen iet, ecbneide 
die Fuodamentalcnnre dritter Ordnung in ai, a%g and die 
eönieche Polare von o In fli| nnd Auf derselben Trane- 
vereale enchen wir nnn die beiden Ponete und m^, weicbe 
doreh die Gleiebnngen 



onti 

(1) 



«1 \omi om^J 



bestimmt werden, oder anch durcb die quadratische Gleichung: 

(2) 

Nach den Relationen aber« die nach §.3. zwischen drei 
Pnncten ^i, Os» Ob '"^^ harmonischen Mittelpuncten Mi 
nnd m% liestehen» erhält man: 

1 1 2/ 1 1 ,JL\ 

1 ^\ ( 1 . » , 1 \ 

so dass die Gleichung (2) aueh folgendennassen geeehrieben' 
werden kann: 

Vom oaiß\m^ ^ aa% oa^ 
^ ^ i \öw 0%/Vo« oe^ 01^ oi^y l . 
"•"vom Oflj/Vont o«» oö| ooj/ 
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LaAzeil vrlr dife IhrftnsvMMile ifch «m o dlrehftfi» m wird 
der Ort dM* Pttncl« % und 1% elna Gor?« zweit« Ofdnnng 
sein, die man den beiffeordnetm^effeiieklM (eeniea «atetlite) 
des Poles 0 DenneD kann*). 

Fallen die Puocte und zusammen« das heiszt beruhrl 
die Transversale die Curve dritter Ordnung, in ß^j^ und schnei'« 
det eie dieselbe in so erhält die Gleicboug (3) oflenbat 

den gemetnacKaiUichen Factor — - — Daraus folgt s 

Lehrsatz XV. Der beigeordnete Kegelschnitt enthält 
die sechs PunctCf in denen die Fundamentalcurve dritter 
Ordnung von den Tangenten, die man vom Pole aus an 
sie legen kann, geschnitten wird. 

Fallen die beiden Puncte mi und zusammenj das beiszt, 
berflhrt die Transversale die conische Polare von Ö in Mit so 
selgen die Gleichungen (I), dasz beide Poncte itti und tn^ niit 
J»! zosammenfallen, das heiszt, die Transversale berührt in 
diesem Ponete auch den beigeordneten Kegelsebnitt. Das gibt: 

Lehrsatz XVI. Der beigeordnete Kegehcknitt berührt 
die conische Polare in den Puncten, in welchen diese 
durch die gerade Polare geschnitten wird, 

a. Andere ErkUtnng der Cttrve Tön Ifeaee. Atis 
dem soeben Gegebenen und dem Tbeoreme in Nf. 39^. folgt, 
dass, «renn 0 ein Ponct der Cnrre tos B099e Ist, das heiszt, 
wenn die eonlscbe Polaire von ans einem Paar geraden Linien, 
die sich in & schneiden, beiTteht» anch der beigeordnete Kegel-' 
scbnitt ans einem Paar Geraden besteht, die sieh fn demselben 
Poncte sebneiden, und zwar ans dem Paar, das dorcb die bei- 
geordneten Geraden derjenigen Geraden gebildet wird« die die 
coDische Polare von o bilden. 

Jede der beiden in 0' zusammentreflfcnden Geraden, die 
einen Teil der conischen Polaren von o bilden, hat also nach 
Nr. 39 6. als beigeordneten Punct den Punct 0'. . Daher eotdtebt: 



♦) Wns liefert die analoge Üntcrsuchung für eine Curve ri-ter Ordnung? 
Sie musz auf eine heigeordnete Curve (curva satcllite) der {n — !)(« — 2)-tcu 
Ordnung fuhren. Man sehe: Sulmon, Higher plane curve«, p. 68— 69. 
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Lelirtats XVII. Die Cme van Hesse Ut der Ort 
der Pumeiep die den Geraden, weiche die Curve pon Cay» 
iey berUkrenp beigeordnet sind. 

b. Neue Erklärung der Cnrve von Cayley. Alan 
erhält eine andere Erklärung der Curve von Cayley, wenn 
man beachtet, da82(Fig.8) der Ponct u nach Nr. 133. der Tan- 
gentlalpunct von O' — und auch von o — in Bezug auf die 
Cnrve von Heese ist, und dasz, da die Geraden 0{a,btU,u*) 
ein harmoniecbee StralenbOechel bilden, die Gerade 0& die 
gerade Polare von in Bezug auf die conische Polare von & 
ist. Daraus folgt n&mlich: 

Liebrsatz VIII. Die Curve von Cayley ist die Ein- 
hüllende dei' gemischten geraden zweiten Polaren zweier 
Puncte der Curve von Hesse, von denen der eine der 
Tangentialpuncl des andern ist *). 



§. 23. 

Bttediel wm durvea dritter Oriämnmg mit Ummm^hem 

Wendepnncten« 

130. Harnionische Polare eines Wendepunctes ei- 
ner Curve dritter Ordnung. Aus dem Theoreme lnNr,7l., 
auf eine Fundamentalcurve dritter Ordnung Cs angen-endet, folgt, 
dasz , wenn man durch einen festen Punct i dieser Curve eine 
beliebige Transversale legt, die sie in den beiden andern Pan- 
cten ii und i^ schneidet, der Ort des in Bezog auf ^| und i^ 
conjugierfen harmonischen Punctes von i die conische Polare 
von jt ist. 

Ist aber i ein Wendepunct der Fundamentalcurve, so zer- 
legt sich nach INr. 80. die conische Polare in die Tangente des 
Wendepunctes und eioe andere Gerade J, die nicht darch i 
geht. Daraus folgt : * 

Lehrsatz I. Der i)rt der eot^fuffierten harmoniseken 
Funete eines Wendepunctes einer Curve dritter Ordnung 



*) Cayley^ A Mmoir cn curvet etc., p. 439—442. 
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in Bewff mif (He Mden Funeie, in tienen dieteibe durch 
eine wn den Wendeinmct eiek drehende Traneeereale ge- 
echniUen wird, ist eine Oer ade*). 

Die Gerade die die Fuiidanicntalcurve nach Nr. 39c. in 
den drei Puncten schneidet, in denen diese von den durch den 
VVendepunct gelegten Tangenten heriihrt wird, nennt man har- 
monische Polare des Wendepurictes i. I\Ian darf dieselbe jedoch 
nicht mit der ^gewöhnlichen geraden Polare verwechseln, die 
bekanntlich die \Vendetangente ist. 

a. E i £j e n 8 c h a f t e n der harmonischen Polare. Durch 
den Wendepunct i ziehen wir zwei Transversalen, die die Curve 
der dritten Ordnung in den Puncten a, a' und b, b' schneiden. 
Da die harmonische Polare durch die conjugierten harmoni- 
schen Puncto von i in Bezug auf die Punctepaare a. ä'; b, b' 
vollständig bestimmt ist, so ist sie nichts Anderes, als die Po- 
lare von i in Bezug auf die beiden Geraden {aby a'b')^ oder 
auch in Bezug auf das Paar {ab',a'b). Nach Nr. 110a. geht 
deshalb die Gerade / durch den DurchschnittspuDct der Gera- 
den {ab, a!b') und durch den der Geraden {aJb't a'b). 

Fallen die beiden TraDSWsalen zusammen, so erhilt man 
die Eigeoschaft« daaz, sobald man durch den Wendeponet i eine 
Tranaveraaie legt, die die Corve dritter Ordnnog in a und b 
schneidet, die Tangenten in diesen Puncten sich auf der har* 
monischen Polare von i schneiden. 

Aus Allem, was vorhergeht, ist augenblicklich klar, dasz 
ein Wendepunct einer Curve dritter Ordnung, in Bezug auf 
diese Curve und auf seine harmonische Polare dieselben Ei- 
genschaften hat, die nach Nr. f07. ein beliebiger Punct in Be- 
zug auf einen Kegelschnitt und seine gerade Polare besitzt**). 

abis. Involution der Tangenten von einem P miete 
von J an die gegebene Curve. Da zwei Tangenten der 
Curve dritter Ordnung, deren Beriihrungspuncte mit dem Wen- 
depuncte t in gerader Linie liegen, sich in einem Puncte m 
der Geraden J schneiden und mit mi und derselben Geraden J 

*) Maclaurin, o. d. 0., p.SS8. 

•♦) ChaBles^ Apergu htBtorique, p. 849. 
Cremona, Ebene Curven. 15 
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ein barmoDbcbes Siraleubfiaehel bildeo, so sind die sechs Tan- 
genten^ die man von m an die Curve dritter Ordnnog legen 
kanOf In Involution, der Art, dasz die Berübrungssehne zweier 
eonjagierter Tangenten durch 4 gebt, and die Doppelstralen der 
liiTolotioo J und mi sind. 

• 

^. Die Wendepuncte liegen zu drei und drei in 
gerader Linie. Wenn drei Gerade die gegebene Curve drit- 
ter Ordnung bezüglich in den Puncten i, a, ^iJ, b' \ l, c, c* 
schneiden, und wenn 7, / und a, c \ti zwei geraden Linien 
liegen, so sind nach Nr. 39a. auch a', b\ c' in gerader Linie. 
Angenomnien die drei Puncte j, i fielen in einen einzigen 
Wendepunct t zusammen, so treffen sich die beiden Geraden 
abc und üfb*&, wie soeben bewiesen, auf der harmonischen 
Polare von i. Fallen auszerdem die Punete b, e in einen 
zusammen , so hat dasselbe ßlr die Pnnete «'s ^» €^ Statt ood 
^Iglicb haben wir: 

Lehrsat/ il. Die Gerade, die zwei Wendepuncte einer 
Curve driller Ordnung enthalt, (jeht durch einen dritten 
Wendepunct*). Die Wendetangenien in zwei beliebigen die- 
ser drei Wendepuncte treffen sich auf der harmonischen 
Foiare des dritten, 

c. Eigenschaft der harmonischen Polaren. Aus 
dieser Eigenschaft und der Definition der harmonischen Polare 
eines Weodepunctes ergibt sich, dasz, wenn 1. 2, 3 drei Wen- 
depuncte in gerader Linie sind, der conjugierte harmonische 
Punct von 1 in Bezug auf die Puncte 2, 3 auf der harmonischen 
Polare von 1 liegt, und dem analog Cur die übrigen; dasz da- 
her die harmonischen Polaren der Wendepuncte 1, 2, 3 nach 
Nr. 7ö. die drei Geraden sind, welche die Scheitel des durch 
die drei Wendetangenten gebildeten Dreiseits mit dem Pol der 
Geraden 123 in Bezug auf dasselbe Dreiseit als Fundamental- 
curve verbinden. 

4» Fortsetzung. Den hieraus sich ergebenden Satz: 
Lehrsats OL Uegen drei Wendejßwucie I» % 3 einer 



Maelaurint o. a. 0., p. asi. 



Digitized by Google 



Nr. 139a 619— 189e.] Cwven dritter Ordnung, 227 

Citrve äritter Ordnung 4n gerader Linie, eo sekneiden eiek 
die drei Aarmonieeäen Maren Jj , J^, in demeeiöen 
Puneie, 

kann man auch foigendermaszen beweisen. Es seien J^', 

die Wendetangenten der Fundamentalcurve in den drei ge* 
nannten Wcndepuncten. Die Paare von Geraden J|, Ji'; Jj^ 
«^a» «4' sind die conischen Polaren eben dieser drei Puncte^ 
lind diese Kegelschnitte müszen oach Nr. 130a. demselben 
Viereck umgeschrieben sein, deszcn Scheitel die Pole dfr 
Geraden 123 sind. Das heiszt^ die Geraden J^, J^* müszen 
durch die vier Puncte Ji^'J^* Ji!'J%t Ji'J^y Ji'J-i gehen. Die 
Tangenten in awei der Wendepuncte 1, 2, 3 treffen sich aber 
auf der harmonischen Polare des dritten, das heiszt, ^3 geht 
durch den Punct Jg'J^',. and folglich geht auch dureh den 
Ponct Ji Vt» w« a. b. w. 

Hieraus folgt weiter: 

Lehrsatz IV. Die Her Pole einer Geraden, die drei 
Wendepuncte der Carve dritter Ordnung enthält, eind die 
Scheitel de» Dreieeits, da» durch die correepondierenden 
Wendetangenten gebildet wird, und der gemein»chaßUehe 
Dureh»chnitt»punct der harmanteehen Palaren der drei 
Wendepuncte*)* 

e* Die Berfihrnngapnnete der Tangenten von drei 
Puncten der harmonischen Polaren dreier Wende- 
puncte liegen auf einem Kegelsehnitt Es seien 
m% drei beliebig auf den respeetlven harmonischen Polaren der 
drei Wendepuncte 1, 2, 3, die in gerader Linie liegen, ange- 
nommene Ponete. Dureh jeden der Puncto m ziehe man swei 
Tangenten an die Curve dritter Ordnung, so das« die Berilh- 
rongspuncte mit dem entsprechenden Wendepuncte in gerader 
Linie liegen» dann werden, da die drei Berfihrungssehnen die 
Curve in drei Puncten 1^ 2, 3 in gerader Linie sehfietden, die 
andern sechs Durehsehnittspnnete, das heisat, die aeehs Be- 
rfibrungsponcte der sechs Tangenten nach Nr. 39 a. auf einem 
Kegelschnitt liegen. 



*) Plücketf System der anaitftisdieti Gtometrie^ S. 288. 

15» 
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140. Weiter* Etgensehaft eines Wende^onetes. 
Drei dvrch einen Wendepnnct i gelegte Traneyerealea mCgen 
die itegebene Corve dritter Ordnung bezfiglicli in den Pnncten 
«, ä^l bt h'; e, €* schneiden, und die Gerade J, die liarmo* 
nieche Polare von i» in den Pnncten a, h, t treffen, den 
conjngierten barmoniechen Pnncten von I In Bezug auf die 
Pnnetepaare b, b'\ e, t^. Eben diese Puncte c lie- 
gen aber nach Nr. 130. auch auf der conischeto Polare von i 
In Besug auf eine beliebige durch die sieben Puncte 1, o, o', 
b, b*9 t, if gelegte Cur?e dritter Ordnung. Diese conische Po- 
lare I8st sich deshalb in zwei Gerade auf, deren eine J ist. 
Das heisst nach Nr.^., i Ist ein Wendepnnct und J die be- 
treffende harmonische Polare für jede beliebige Curve drifter 
Ordnung, die durch die obigen sieben Puncte beschrieben ist*). 

a, Syclgetisches Bfisehel von Curven dritterOrd- 
nnng. Nach Nr. 100. hat eine Gurre dritter Ordnung nenn 
Wendepnncte« und zwar sind dies Ihre Durchschnittspuncte mit 
der Gurre von He99e. Da nach Nr. 1396. die Gerade, die 
zwei Wendepuncte verbindet, durch einen dritten Wendepuncf 
geht, so müssen durch jeden dieser nenn Puncte vier Gerade 
gehen, die die acht übrigen enthalten. Daraus fo^t mit Rfick- 
sieht auf den eben bewiesenen Satz: 

Lelirsatz V. Jede Curve dritter Ordnung, die durch 
die neun Wendepuncte ^iner gegebenen Curve dritter Ord- 
nung beschrieben ist, hat in diesen Functen eöenfeUis ihre 
Wendepuncte**). 

Die Curven dritter Ordnung, die die neun Wendepuncte 
gemein haben, belszen wpeigeÜBeik. 

b. Durch die nenn Wendepuncte gehen vier Sy- 
steme von drei Geraden. Durdi jeden Wendepunct der 
gegebenen Gnrve dritter Ordnung geben nach dem Vorherge- 
henden vier Gerade, deren jede zwei andere Wendepuncte ent* 
hllt, folglieb Ist die Zahl der Geraden, die je drei Wendepuncte 



*) Salmon, Lettre a M. A. L, Grelle (CreZIe* JdnnMl, T. 39. Ber- 
Un, Bdnwr, 1850, S. 365). 

*) Hessef lieber die Wendqmncte u. «. w, S. 107. 
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enthalten^ gleich =: 12. Bezeichnen wir die Wendepuncte 

dnreh die Zableo \,% 3, 4, 5« % 7, B, 9, so kSnnen wir diese 
Geraden roigendermaszeD darstellen: 

123, 148, 157, 169, ; 
456 , 259 , 268 , 358, 
789; 367; 349; 247. 

Hieraus ist ersichtlich, dasz diese zwült Gerade sich in vier 
Gruppen sondern laszen, deren jede aus drei Geraden, die wir 
oben je in eine Verticale gescbriehen haben, besteht und durch 
alle neun Wendepuncte binflurch geht. Durch die neun Wen- 
depuncte einer Curve dritter Ordnung geben also vier Systeme 
von drei Graden'"). Das gibt den S&tz: 

Lehrsatz VI. In einem Büschel syeigeiieeher Cvrven 
dritter Ordnung ffibi ee vier (Jurven, deren jede »ich ^ 
drei Gerade auflöet. 

Wir werden diese im Folgenden durch den Ausdruck drei- 
seifige Curven dritter Ordnung {cuöiche triiatere) bezeichnen. 

Da jedes System dreier Geraden als eine Curve dritter 
Ordnung mit drei Doppelpuncten angesehen werden kann« und 
ausserdem naeh Nr. 80. ein Biiscliel von Curven dritter Ord- 
nuDg zwölf Doppelpuncte enthftit, so geht durch die neun Wen- 
depuncte der gegebenen Curve dritter Ordnung ausser den vier 
Systemen von drei Geraden keine weitere Curve» die einen Dop'> 
pelpunct oder eine Spitze enthielte. 

141. Berübruiigspuncte (ler Curve von Hesse mit 
den Wendetangenten der ge^eljenen Fundamental- 
curve. Wird der Wendepunct i der Fundanieniaicurvc als 
ein Punct der Curve von Hesse angesehen, das heiszt, als 
ein Punct, der als conische Polare ein Paar gerade Linien be- 
sitzt, die sich in einem andern Puncte i' schr»eiden, so ist der 
nach Nr. 1366. zu i conjugierte Pol i' der Diirchscbnittspunct 
der Wendetangente mit der harmonischen Polare. Nun schnei- 
den sich im Allgemeinen nach Nr. 133. die Tangenten zweier 



*) Plücker^ System der analytischen Geometrie ^ S. 284. 
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conjugierter Pole der Gorve von Besse In einem Poncte dieser 
selben Ourire; da ausserdem i aach fdr die Corve von Besse 
nach (fr. 140«. ein Wendepunct ist« so hat diese Canre in die- 
sem Pancte mit der Tangente eine dreipnneftige Berfihmng, so 
dass also die Tangente In if die Gurre von Messe in i trift» 
und daher die Gerade, «reiche Wendetangente der Fundamen- 
talcnrve im Wendepnncte i ist, auch genieine Tangente der 
Gnrve von Hesse im conjngierten Pole f ist*). 

Diese Eigenschaft ivann man auch aus der allgemeinen 
Theorie in Nr. 118c. und 1106. schiieszen, aus denen noch folgt, 
dasz alle conischen Polaren, die durch t*' gehen, in ihm eine 
dreipuoctige Berührung eiogehen. 

a. Gemeinschaftliche Tangenten der Curve von 
Hesse und der Grundcurve. Jede Wendetangente der Fun- 
damentalcurve dritter Ordnung zahlt, da sie gleichzeitig eine 
gewöhnliche Tangente der Curve von Hesse ist, als zwei ge- 
meinschaftliche Tangenten. Die beiden Curven haben daher 
Doch andere 6.6— 2.9 = 18 gemeinschaftliche Tangenten. Da 
jede Tangente der Curve von Hesse zwei Pole in dem zum 
Berührungspuncte conjugierten Pole vereinigt hat, und die beiden 
andern nicht zusammenfallenden Pole nach IVr. 135. auf der 
Curve von Cayley^ so berühren die achtzehn gemeinschaftlichen 
Taugengenten der Curve von Hesse und der Fundamentalcurve 
dritter Ordnung diese letzte Curve in den Puncten, in denen 
sie von der Curve von Cayley geschnitten wird. 

b, Berührungspuncte der Curve von Hesse und 
Cayley. Sind im Allgemeinen o und o* zwei conjugierte Pole, 
und u' der dritte Durchschnittspunct der Curve von Hesse mit 
der Geraden oo', so berührt diese nach Nr. 1350. die Curve 
von Cayley im conjugierten harmonischen Puncte C von u' in 
Bezug auf die beiden Puncte o und o'. Sobald aber o ein 
Wendepunct der Fundamentalcurve dritter Ordnung ist, so fällt 
ti' mit 0' zusammen und also nach Nr. 4. auch c mit o\ Folg- 
lich entsteht: 



*) Clcbsch. Ücber die Wendetangentf^n der Curven dritter Ordnung, 
{Crelle- Borchardt s Journal, T. 58., Berlin, Reimer, 1861, 6.232). 
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Lehrsatz VII. me Curve von Cayley berührt äie 
Curpe von Besse in den neun eof^fuyierien Polen der 
Wendepuneie der Fündamenialcurve dritter Ordnung, 

e. Elgeoschafi der harmoniscbeu Polaren. Eioe 
Taogente der Corve vod Cayley, z. B. ti'r in Fig. 8., acbneidet 
diese Curve in vier Puncten Oi, Og» o'i» 0*%, die nach Nr. 136. 
die Dorchecbnittspuncte von ufr mit den Geraden sind, welche 
die conischen Polaren von o und o' bilden. Ist O ein Wende- 
pnnct der Fundamentalcurve, so besteht seine coniscbe Polare 
aus der Wendetangente 00' und der harmonischen Polare» und 
diese Letztere fiillt mit Wr zusammen» das heiszt» vf und & 
fallen anfeinander. Daraus folgt, dasz von den beiden Puncten 
o'i und o'n der eine auf 0' (oder irO fölit, und der andere der 
Durchschnittspnnct der beiden unendlich nahen Tangenten If'r 
and o'o't derCurve von Cayley ist» das heiszt der Beiflhrangs- 
punct dieser Curve mit der Geraden «'r. Diese Gerade hat 
also eine dreipunctige Berührung mit der Curve von Cayley, 
und da dieselbe von der dritten Glesse und sechsten Ordnung 
ist» also nach Nr. 99. und 100. ausser neun Spitzen keine weitere 
SingulariUten haben kann» so folgt: 

Lehrsat/. VII!. Die harmonischen Polaren der neun 
Wendepuncte der Fundame nlalcitrvc dritter Ordnung be- 
rühren die Curoe von Cayley in den neun Rückkehrpuncten 
dieser Curve, 

d. Reciprocität zwischen den Curven von Hesse 
und Cayley. Die Curve von Hesse und die von Cayley 
besitzen völlig rec^roke Eigenschaften. Nämlich: 

Eine beliebige Tangente der Curve | Li einem jeden Fnncte o der Conre 



von Caylty schnndel die Coire von 
Hesse in swei eorre^neUerenden 
Faneten, daa heiaat in Puncten, weldie 
denselben Tangentialpnnct haben« und 
anszordem in einem dritten FuiKte, 
der der conjugjerte harmoniscbe Ponct 
des Berähmn^pniictes der Curve von 
Cayley in Bczntr anf die beiden 



von Hesse achneiden aidi drei Tan- 
genten der Cnnre von Cayley. Zwd 
derselben aind eormpondmmde, daa 
heiszt, die Verbindnngsgerade ihrer 
Berührungapnncto ist eine Tangente 
der Curve von Cayley» Die dritte 
ist der conjugicrtc harmonische Stral 
der Tangente der Curve von Hesse 



ersten Functe ist. (M. s. Nr. 135c.) in o in Btv.ug auf die beiden ersten 

Tangeuten« (M. s. Nr. 135a.) 
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Avm dieser vollkoiamenen Reciprocitit folgt, dass die Ei* 
genschafteo der Corve von Cayley atis denen der Cnrre von 
H09»e geechloezen werden kOonen, und umgekehrt, s. B.: 



Die neun Puncte i, in denen die 
Cnnre von II esse von ihren Wcude- 
tangcnten berührt wird, sind auch 
die Wcndepuncte aller Curven der 
dritten Ordnung die durch dieselben 
nenn Pnncte gehen. 

Zu diesem Curvenbüschel gehö- 
ren vier Drciscite, das hciszt, die 
neun Wcndepuncte liegen zu drei und 
drei auf swOlf Geraden R verteilt, 
Ton denen sich in jedem der Puncte 
i Tier schneiden. 

Die Scheitel der vier Drciscite sind 
die zwölf Puncte r*). 

Zu den Curven dritter Ordnung, 
die dieselben Wendepuncten mit der 
Curve von Ile sse gemein haben, ge- 
hört auch die Funtlamcntalcurvc Cg, 
in Bezug auf welche die Curve von 
Hesse der Ort der Puncte ist, die 
als conischc Polare ein Paar Gerade 
haben. Die Cnnre Ton Cayley ist 
die EinhflUende dieser Geraden. 

Die Wendetangenten J* der Fun- 
damentalcurvc C3 berühren die Curve 
von He s s e und Cayley iu den Pun. 
cten i'j in denen dieselben sich schnei- 
den. 



Die neun Geraden J, welche die 
Curve von dniley in den Spitzen 
beiührcn, sind die Kückkchrtangenten 
für alle Cunen dritter ClasbC, welche 
diese nenn Geraden berühren. 

Zu der Reihe dieser Curven ge- 
Iiurcn vier Dreiecke, das hciszt die 
neun Geraden J schneiden sich zu 
drei und drei in zwölf Pancten r, 
jed« dieser Geraden enihAlt vier die- 
ser Pnncte. 

Die Seiten dieser vier Dreiecke 
sind die zwölf Geraden R. 

Zu den Curven dritter Classe, 
welche als Rückkehrtangenten die 
neun Geraden J besitzen, gehört eine 

**), in Bezug auf welche die Curve 
von Cayley die Einhüllende einer 
Geraden ist, deren erste einhüllende 
Polare (m. s. Nr. 82.) aus einem 
Pnnctepaar besteht- Die Curve von 
ffetse ist der Ort dieser Pbncte. 

Die Spitzen der Curve sind 
die neun Puncte i', in denen die Curve 
von Hesse uud die Curve von 
Cayley sich berühren. 



142. Eigenschaften der sycigeti s eben Dreiecke. 
Es sei ein Curvenbüschel dritter Ordnung gegeben. Eine be- 
liebige Transversale schneidet die Curven desselben in je drei 
Puucteo» die eine lovoiution dritten Grades bilden, und berührt 



♦) Diese Eigenschaft wird sogleich in Nr. 142. bewiesen werden. 

**) Eine Definition dieser Cnnre als Enihftliende einer variablen Geraden 
wäre vQnschenswert. ■ 
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iiacli Nr. 49. in den Doppelpuucten dieser ln\ olution vier Cur- 
ven des Büschels. Sind die Curven des Biisrhels sycigetische, 
das hciszt, haben sie die neun Wendepuiictc gemeinschaftlich, 
und nimmt man als Transversale die harmonische Polare J 
eines VVendepunctes i an, so sind nach Nr. ]3y. die Durch- 
schnittspuncte dieser Geraden mit einer beliebigen Curve des 
Büschels die Berührungspuncte der Tangenten dieser Curve, 
die sich in i schneiden. sei nun r einer der üoppelpuncte 
der Involution, so berührt die Curve des Büschels, die durch 
r geht, in ihm sowol die Transversale J als die Gerade n, das 
heiszt sie wird in ?• einen Doppelpunct haben. Die einzigen 
Doppelpuncte eines sycigeti.scbcri Curvenijiischels dritter Ord- 
nung sind aber nach Nr. 140^. die Uurchschnittspuncte der 
Systeme von je drei Geraden, deren jede drei Wendepuncte 
enthält. Die Scheitel der vier sycegetischen Dreiseite, die 
durch diese Geraden gebildet werden, liefen daher zu je vier 
auf den harmonischen Polaren der Wendepuncte. 

Daraus folgt, wenn r ein Scheitolpunct eines sycigettschen 
DreieeitB ist, dasz dieser Ponct anf der bannonischen Polare 
eines jeden der drei Wendepuncte liegen musz, die anf seiner 
Gegenseite desselben Dreiecics liegen, und daraus ergibt sieb: 

Lehrsatz IX. Die Üurchschnitlspuncfe der harmoni- 
schen Polaren der Wendepuncte zu drei und drei sind die 
Scheitel der vier Dreiseite , welche durch die %wÖlf Gera- 
den gebildet werden , auf denen %u drei und drei diese 
Wendepuncte verteilt liegen*)» 

Wir betracbten ein beliebiges dieser sydgetiscben Orei- 
seite. Die Seiten desselben enthalten die neun Wendepuncte, 
und ausserdem gehen die neun harmonischen Polaren durch die 
Scheitel. £s sei nun r einer der Scheitel, und 1, 2, 3 die 
Wendepuncte, die anf der Gegenseite desselben liegen. Durch 
r gehen nun die barmooischen Polaren ^00 1, % 3» die nach 
Nr. 140. für alle sycigetischen Curven des Bfischels einen Teil 
der conischen Polaren dieser Puncto bilden, und folglich wird 
nach Nr. 130 o. fiBr alle diese Curven die Gerade 123 die gerade 
Polare des Punctes r vorstellen. Daraus folgt: 



*) Heaae^ JE^enaeiqften dar Wend^pmcle dar Ckuvan driUtr (Mbrnug 
11. c. 10. {CflUa SaonuA, T.38., Berlin, Beimer, 1849, 8. SfiT-^sei). 
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Lehrsatz X. Jeder Scheitel eines sycigetiscficn Drei' 
seils ist der Pol der Gegenseite für alle Curven des sy- 
cigetischen Büschels driller Ordnvng. 

Ist r ein Scheitel eines sycegetischen Dreiseits Tr{r^, 
so gehen durch r die harmoniscben Polaren der drei Wende- 
puncte, die auf der Gegenseite ViT^ liegen. Daher sind nach 
Nr. 139a6i> die sechs Tangenten, die man von r an der Curve 
dritter Ordnung legen kann, auf drei verschiedene Arten in 
Involution. Für jede dieser Arten sind die Gerade, die r niit 
einem Wendepuncte verbindet, und die entsprechende harmo* 
nische Polare die correspondierenden Doppelstralen. 

Da die harmonischen Polaren der Wendepuncte für alle 
gegebenen sycigetischen Curven dritter Ordnung dieselben 
sind, 80 liegt, wenn man eine beliebige Transversale durch ei- 
nen Wendepunct i, der auf r^r^ liegt, zieht, der zu i in Bezug 
auf die Durchschnitttspuncte der Transversale mit rr^ und rr^ 
zugeordnete harmonische Punct nach Nr. 139. auf der harmo- 
nischen Polare von t. Hieraus folgt, dasz die rr^ und rr^ con- 
jugierte harmonische Stralen in Kezui; auf die Gerade ri und 
die harmonische Polare von i sind; die Doppelstralen der drei 
> Involutionen, die durch die Tangenten, welche man von r an 
die gegebene Curve dritter Ordnung — und also auch an alle 
andere sycigetischen Curven — legen kann, gebildet werden, sind 
also ebenfalls in einer neuen Involution, deren Doppelstralen die 
Seiten rrp rr^ des sycigetischen Dreiseits sind. Daher der Satz: 

Lehrsatz XI. Drei Wendepuncte in gerader Linie vnd 
die Durekßclmiitspuncte dieter Geraden mit den entspre' 
ckenden harmomscAen Polaren sind secks Pimcte in ItwO' 

Ebenso gibt der Satz in ISr. IS^abis,, auf das liüschel sy- 
cigetischer Curven dritter Ordnung angewendet, den neuen Satz: 

Lehrsatz XII. Gegeben ein sycigetisches Büschel Curven 
dritter Ordnung, Zieht man durch einen beliebig a:uf der 
hannonieehen Polare eines Wendepunctes gelegenen Punct 
Tangentenpaare an die Curven äriiier Ordnung, in der Art, 
dasfi die Berührungesehnen immer durch den gewählten 
Wendepunef gehen, so bilden diese an Zahl unbegremtten 
Tangenienpom'e eine Involution, deren Doppeletralen mu 
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der Geraden, die nach dem Wendepunct gewgen Ut, und 
der harmonischen Polare bestehen. 

143. Di© Curve dritter Ordnung als Curve von 
Hesse dreier mit ihr sycigetischer Curven derselben 
Ordnung. Um die Eigenschaften eines Büschels sycigetischer 
Cnrven dritter Ordnung weiter zu studieren, laszen wir eine 
beüebine von ihnen von der harnionischen Polare J des Wende- 
punctes f in den Puncten m, m', m" geschnitten werden, so 
dasz also die Tangenten in diesen drei Puncten durch die Gera- 
den i{m, m\ m") gegeben sind. Die Wendetangente derselben 
Curve dritter Ordnung im Wendepuncte i schneide die / im 
Puncte n. Dann ist die betrachtete Curve durch jeden der 
Puncte «, /W, m'y m" vollständig individualisiert, und wenn wir 
die Curve sich verändern laszen, so erzeugen die drei l^uncte 
m, m'y in" eine Involution des dritten Grades, die der einfachen, 
durch die Puocte n erzeugten Punctreihe projectivisch ist. 

Sind r, Ti, r«, die vier Doppelpoocte dieser loTolotioo, 
80 sind sie nacli Nr. 142. aacli Scheitel der vier sycigetisciieii 
Dreiseite ; es seien ferner e, #|, #^ #t f^i® Darciisehnittspancte 
der respectiven Gegenseiten mit der Geraden J. Ffir diese 
d^eteeitigen Curven dritter Ordnung sind offenbar die Tangen- 
ten des Wendepunctes i eben die Seiten i(ß, #], e^, s^), so dass 
also, so oft die beiden Poncte m' nnd m*' mit r zusammenfal- 
len, aoeh die Puncto m nnd n sich mit s vereinigen. 

Die Gerade in, welche eine Curve des Büschels im Wen- 
depuncte I berührt, ist nach Nr. 141. auch Tangente der Curve 
von Hesse dieser Curve im Puncte n. Trifft also eine gege- 
bene Curve dritter Ordnung dieses Büscheis die Gerade J in 
den Puncten fn, in\ m", so sind die Geraden i{m, m*, m") Tan- 
genten im Wendepuncte i für eben soviele Curven des Bü- 
schels, welche als Curve von Heese die gegebene Curve ha- 
ben. Daher entsteht: 

Lehrsatz XIII. Eine gegebene Curve dritter Ordnung 
ist im Allgemeinen die Curve von Hesse dreier mit ihr 
sgeigeiischer Curven dritter Ordnung*), 

Tie sse, Ueber die Elimination der Variablen U, s, w, (jCrtll€9 Jonmalf 
T. 38, Berlin, Beimer 1844. S. 89). 
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a. Die sy cigetischen Dreiseito als Curven von 
Hesse. Ist die gegebene Curve dritter Ordnung ein Dreiseit, 
deszen einer Scheitel in r fällt, und deszen Gegenseite durch 
s geht, so reducieren sich die drei Tangenten i{m', m"), im auf 
die zwei Geraden ir und is. Die letzte dieser beiden Gera- 
den kami als VVendetangente der gegebenen Curve dritter Ord- 
nung angesehen werden, die also dann ihre eigene Curve von 
Hesse bildet; die andere Gerade ir wird in i Tangente an eine 
Curve des Büschels sein, die als Curve von Hesse das gege- 
bene Dreiseit hat. Folglich ist jede dreiseitige Curve dritter 
Ordnung ihre eigene Curve von Hesse und die noch einer an» 
dern Curve des Büschels. Das heiszt: 

Lehrsats XIV. In einem e^eigetiechen Cunenbüeehel 
dritter Ordnunff ffibt es vier Curven p deren (harven van 
ffesse die vier üreieeite des Büscheis biiden. 



ö. Die Corve dritter Ordnung als Carve von Hesse 
ihrer Carve von Hesse. Wir wollen jetzt untersuchen^ ob 
es in dem gegebenen Büschel irgend eine Gnrve dritter Ord- 
nung gibt« welche die Curve von Hesse ihrer eigenen Curve 
von Hesse ist. Eine Curve dritter Ordnung C hat als Curve 
von Hesse eine andere Curve dritter Ordnung« deren Curve 
von Hesse eine dritte Curve dritter Ordnung C* ist. Nehmen 
wir dagegen die Curve C beliebig in dem Bfischel an« so ist 
diese die Curve von Hesse fttr drei Curven dritter Ordnung, 
die ihrerseits wieder Curven von Hesse (Üt je drei Curven 
C dritter Ordnung sind. Auf diese Art entstehen durch O* 
neun Curven C. Da nun die Curven C und C durch ihre re- 
spectiven Tangenten im Puncto i nach Nr. 46. individualisiert 
sind« eder auch durch die Puncto n und n', in denen diese die 
harmonische Polare / schneiden« so können wir sagen, dasz 
jedem Puncto n ein einziger Punct n' entspricht« jedem Puncto 
n' aber neun Puncte a. Deshalb werden also zehnmal einan- 
der entsprechende Puncte n und zusammenfallen« das heiszt, 
es gibt zehn Curven dritter Ordnung, die der gegebenen Be- 
dingung entsprechen. Zu dieser Zahl gehören aber auch die 
vier sycigetischen Dreiseite; lassen wir diese also auszer Acht, 
so entsteht; 

Lehrsatz XV. Ein syeigsHsehes misekei von Curven 
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driiter Ordnunff entAäli seeks Oirven, deren Jede die 
Curve eon Heeee ihrer eigenen Curve von ffeeee ist*). 

144. Relationen zwischen den Abschnitten. Wir 
suchen jetzt die Relation zwischen den Abschnitten zu bestim- 
niei), welche die Projectivität, die zwischen der Involution drit- 
ten Grades der Puncte m*, m,** und der einfachen Punctreihe 
der Puncte n nach Nr. 143. besteht, ausdruckt. Nehmen wir 
als Anfang der Abschnitte den Panct r, das heiszt den Schei- 
tel eines der sycigetischen Dreiseite, der auf der Geraden J 
liegt, und bezeichnen durch m einen beliebigen der drei Puncte 
m, m't tn'\ so kann nach Nr. 24a. die Projectivität, um die es 
sich handelt, durch eine Gleichung von folgender Form ausge- 
drückt werden: 



constaiite Coeflicieiiteii beielcbnen. Den Ponct e» der nach 
Nr. 143. dem Puncte r entsprichtj setsen wir als im Unendli- 
chen voraus« wie es» ohne der Allgemeinheit der Cotersuchttog 
Abbruch su tun» erlaubt Ist. Da wir ferner von Relationen 
zwischen Doppolvorhältnieson bandeln, eo dfirfen wir den Pun- 
eten der Gerade / nach Nr. 18. ihre Projectionen substituieren, 
die aus einem beliebigen Mittelpunct auf eine Gerade gemacht 
sind, die dem Stral, der durch # geht, parallel ist 

Die drei Werte von rw, die den Werten rn = r* = 00 
entsprechen, müszen unter dieser Voraussetzung die folgenden 
sein: rm=rs, rm' = 0, n»" = 0, und hieraus ergibt sich 
« = 0, y = 0, d=U 

Nun ist aber # nach Nr. 14^ ein Punct der geraden Polare 



*) Salmon, Higher plane curves, p. 184. — Ämnhold, Zvr Theorie der 
homogenen Functionen dritten Grades von drei VaritM&n, {Grelles Journal, 
T. 39, Berlin, Beimer 1850, S. 153.) 
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von r in Bezug auf jede Com des BfisebeU dritter Ordnang» 
folglich ist Dach Mr. IJ.: 

rs rm rm' ' rm" & 

Da rt ttoendlich ist, so fo^ hieraus /sQl Gieiehaog (1) re- 
daciert sich also auf: 

(2) «'.m' + 3(/J .nH-/J')m*-f ^' = 0 

Die Bedingung, uoter der die Gleichung (2), rm als ünbe- 
kannte betrachtet, zwei gleiche Wurzeln bat, ist 

(3) ««.dH4(/J.r»-|-/J')» = (K 

Diese Gleichuni; dritten Graden in Rezug auf rn gibt also die 
drei Puncte n nämlich ^2,^3), deren jedem, wie dem Puncte 
8y zwei zusammenfallende Puncte m, nämlich (r^, r^, r«)> ent- 
sprechen. 

Setsen wir in derselben Gleichung (3) msm, so erhal- 
ten wir: 

(4) (a' + Zß)rn + 3^' . rn* + d' = 0 , 

so dasa also jeder der Pbncte n die durch die Gleichung <4) 
gegeben sind« mit einem der entspreebeodea Puncte m ausam- 
nienfMIt Die Puncte n aher, die ausser # diese Eigenschaft be- 
sitzen, sind dieselben drei Puncto #1, 9%» J^, die sehen durch 
Gleichung (3) bestimnt sind. Die Gleichungen (3) und (4) 
mflssen also» da sie dieselben Wurxeln haben » preportioiiierte 
Coefficientea besüsen* 

Die Gleichung (4) enthält rn nicht in der ersten Potenz. 
Setzen wir also den Coefficienteo von m io Gleichung (3) der 
Null gleich, bo entsteht 

/3./|«sO oder /S'sO, 

weil, wenn man /3=:0 setzen wollte, der Abschnitt rn aus Glei- 
chung (2) verschwinden wurde. Die Gleichungen (3) und (4) 
sind daher: 

4/3a.ni'+«^' = 0, 
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Etiminiert man ans ihnen m* so entsteht: 

(5) (a'-jS)(a'+2/5)« = 0. 

Setzt man af=ß und der Kürze wegen d' =— 4il*./3, oder 
setzt man «'s— 2]? und ebenfalls der Kurze wegen 5' = — 
so geben die Gleichongen (3) und (4) in beiden Fällen: 

und die Wurzeln dieser Gleichung sind dann die Abschnitte 
rsi, T8^, rs^, ^ 

Machen wir nieder 

= /3' = ü, 

und anszerdem 

a'ssß oder a'ss— 2/}, 
so wird die Gleichung (2) im ersten Falle: 

(7) (m— ni)(m + ^)» « 0 

und im zweiten: 

(m — r«)2(2m + rn) = 0. 

Im ersten Falle also flillt einer der drei Puncte m,^ die den 
Werten n = (9i,s^Si) entsprechen, mit eben diesem Puncto n 
zusammen, während die andern beiden sich In einen einsigen 
Pnnct (Ti, r^y der von n verschieden ist, yereinigen. Im 
zweiten Falle dagegen fallen zwei der drei Puncto m, die den 
Werten n = («|, s^) entsprechen, mit n zusammen. In un- 
serer Aufgabe aber trifft nach Nr. 143. der erste Fall zo, und 
nicht der zweite; wir mfiszen daher mf^ß annehmen and nicht 
«=—2/7. 

Die gesuchte Gleichung für die Projectivität zwischen der 
Involution, die durch die drei Puncte m, m\ m" entsteht, und 
der einfachen Punctreihe, welche die Puncte n bilden, kann 
also folgendermaszen geschrieben werden: 

wo X einen constanten Goelficienten bezeichnet 
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a. Eine Curve dritter Ordnung hat höchstens drei 
reelle Wendepuncte. Die Pancte #^ ^3 sind durch die 
Gleichung (6), die Puncte Ti , r^, dagegen durch die Glei- 



Folglich sind beide Systeme von vier Puncten 8, 8^, #3 und 
^» ^i» 's» ^^^^ Nr. 27. äquianharmouiscbe. 

HierauB folgt, dass, wenn i ein reeiler Wendepunct der 
sycigetischen Gurre dritter Ordnung iet, swei der vier Scheitel 
r, die auf der harmonischen Polare / liegen, reell sind, die 
andern aber nach Nr. 26. imaginär. Nach der in Nr. 141 tL ge- 
zeigten Reciprocität, werden' zwei der vier Geraden M, Seifen 
der sycigetischen Dreiseite, die sich in i schneiden, reell sein, 
die andern heiden imaginär. Dasz wenigstens ein Wendepunct 
einer Cnrve dritter Ordnung reell sein muss, folgt ofenhar 
daraus, dasz die Gesamrotzahl der Durchschnittspuncte der 
Curve dritter Ordnung mit ihrer Curve von Hesse ungerade ist. 

Es sei also 1 ein reeller Wendepunct, und von den vier 
Geraden Ä, (m. s. Nr. 140^.) nSmIich 123, 148, 157, lüÜ, seien 
die beiden ersten reell, die heiden andern imaginär conjugiert 
Die vier Wendepuncte 5, 7 und 6, 0 sind notwendigerweise alle 
Imaginär, und gleichzeitig einer der ersten zwei immer einem der 
zwei letzten conjugiert. Es seien 5 und 9 und 6 und 7 einan> 
der lespective conjugiert. Die beiden reellen Geraden 59 und 
67 und die beiden imacjinär conjugierten 56 und 79 schneiden 
sich jede in einem rellcn Puncte, es seien dies r und , die 
nach Nr. 139 A auf der harmonischen Polare des Wendepunctes 
1 liegen. 

Da die Geraden 123 und 148 beide reell sind, so roiiszeb 
die Wendepuncte 2, 3 und ebenso 4, S, entweder beide, reell 
oder beide imaginär conjugiert sein. Nun müszen aber die 
Geradenpaare [24, 38] und [28« 34] die beiden andern Scheitel 
und Ts liefern, die mit r und r^^ in gerader Linie liegen; da 
aber und imaginär sind, so können die Puncte 2, 3, 4, 8 



• chung (7) gegeben, nämlich durch: 



n»-|-2rf} = 0. 



oder auch durch 
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weder eile reell, oech alle imaginir sein, das betest 2 nnd 3 
eiod reell, 4 und 8 Unaginlr. 

Daraus iolgt nun : 

Lehrsats XVI. Yün den neun Wendepuneten einer 
Cwrte dritter (hrdmmg eind mir drei in gerader £4nie 
reeii, während die andern tu twei und zwei imaginär 
eanfugiert eind*). 

Von den znülf Geraden B, welche je drei Wendepuocte 
enthalten, sind vier [123, 148, 259, 367J reell, die andern nicht. 
Eins der vier sycigetischen Dreiseite hat nur einen reellen 
Scheitel, ein anderes hat drei, die beiden andern' gar keinen 
Scheitel reell. 

b. Folgerung für die Curve von Hesse. Wie wir 
soeben vorausgesetzt haben, sei m einer der Puncte, in denen 
eine gegebene Curve des Büschels dritter Ordnung die Gerade 
J schneide, und es sei n der Durchschnitt derselben Geraden 
mit der Tangente im Wendepuncte i. Ferner mögen die Puncte 
m nnd n die analogen Puncte für die Curve von Hesse der 
gegebenen Curve dritter Ordnung bezeichnen. Dann haben wir 
der Gleichong (8) analog: 

fm' + 3rtt.fm*-4A8 = 0. 

Wie aber sehen in Nr. 143. bemerkt wurde, geht die Curve 
von Besse dureh den Ponct n, daher ist 

und hieraus entnimmt man, wenn n gegeben ist, den Punct n. 
Fällt z. B. n mit r zusammen, so ist rn = x , das heiszt n fällt 
mit 8 zusammen, und ist n einer der drei Puncte r^, r^, Tj, 
das heiszt, ist n durch die Gleichung 

gegeben, so erhält man 

2*Ti + r» = 0, 

•) Plücker^ Si/stftn der analytischen Gtometrie, S. 265. 
Crcmoita, Ebene Curven, 16 
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das Mw^ II ist einer der drei Pttncte Daraus folgt, 

dass die sycigetiscbeo Carren dritter Ordnang, deren Wendc- 
tai^Senten im Wendepancte i darch einen der l'uncte r, r^, Vf, 
Tg geben» so Car?en von Hesse die sycigetischen Dreiseite 
baben» wie wir scbea eben in 143 a. fanden, 

Ist umgekehrt der Piinct n gegeben, so gibt die Gleichung 
(9) nach Nr. 143. die drei Puiicte n, die den drei Curven dritter 
Ordnung entsprechen, deren geraeinschaftlicbe Curve von Hesse 
die Corve ist, die dem Puncte tt zugehört. 

e, Bedingungsgleichung für die Curven, die die 
Curven von Hesse ihrer eigenen Curve von Hesse 
sind. Ist die gegebene Curve dritter Ordnung eine der in 
Nr. 143^. gefundenen Curven von Hesse ihrer eigenen Curve 
von Hesse t so hat man auszer der Gleichung (9) auch noch 
folgende: 

Zieht man diese von Gleichung (9) ab, und eliminiert man aus 
der resultierenden Gleichung, mit Unterdrückung des Factors 
rn — rtt, der den dreiseitigen Curven dritter Ordnung entspricht, 
m mittelst derselben Gleichung (9), so erhält man die Gleichung: 

(10) ni*— a0i«.f?-8X«=:0; 

eine Gleichung des sechsten Grades, welche die sechs Pancte n 
gibt, die den sechs Curven dritter Ordnung entsprechen, welche 
die Curven von Hesse ihrer eigenen Curve von Hesse aind. 

« 

145. Die Corve von Hesse einer ilquianharmoni- 
acben und einer harmonisehen Curve dritter Ord- 
nung« Die vier Tangenten, die man im Allgemeinen an eine 
Curve dritter Ordnung von einem ihrer Pnncte aus legen kann» 
aind, im Falle der Punct ein Wendepunct i ist, die Geraden 
Hn,m,m*,m"), Das in Nr. 1316. definierte Doppelverbfiltniaa 
der Curve dritter Ordnung ist also das der Puncte it, ffl» m*, 
m^f in denen die harmonische Polare des Wendepunctes von 
der Wendetangente und der Curve dritter Ordnang aelliat ge- 
schnitten wird« 

Diea vorauageaetzt, kOnnen wir noteraueben» welche der 
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sycigetischen Curven dritter Ordnung des gegebenen Büschels 
die in Nr. 1316. de/inlerten äquianliarmooificheD und barmoni* 
. sehen Curveo dritter Ordnung sind. 

Ebenso wie die drei Puncte m, m', m" durch die Gleichung 
(8) gegeben sind» so sind die vier Pnnete n, m, m', nf durch 
die Gleichuog reprSsentiert ; 

(11) n»*+2r».f5i*— Si*.m*— 4X^m+4X».i^==0, 

die man erhält« wenn man Gleichung (8) mit m— m multi- 
pliciert. 

Die notwendige und hinreichende Bedingung, damit Glei- 
chung (11) ein äquianharmonisches System bilde, ist nach 
Nr. 27.: 

ni(r»*+8A») = ü, 

durch weiche Gleichung die vier Puncte ri » r«» gegeben 
sind. Nach Nr.l44d. folgt daher: 

Lehrsatz XVII. Ein sydgetisches Curvenbüschel dritter 
Ordnung enthält vier äquianharmonische Curven, deren 
jede auch, die Eigenschaft besitzt , als Curve von Hesse 
ein sydgeUsches Dreiseil su Aaöen. 

Damit Gleichung (11) ein harmonisches System bilde, muss 
nach Nr. 6. sein: 

Diese Gleichung fiUlt mit Gleichung (10) zusammen, und daraus 
folgt: 

Lehrsats XVUL Bin sycigeUseltes CwrvenMsehel drU^ 
ter Ordnung enthält sechs harmonisehe Curven, die auch 
die Clmm sind, welche die Curven von Besse ihrer ei- 
genen Curve von Besse darstellen*). 



*) SalmoHy Higher plane curveSf p. 192. 
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§. 24. 

nie Corre dritter Ordnunfi^ als Ciirve von Hesse 
dreier Tersclüedener IVetze von Kei^elscluiitien be« 

toaditet. 

146. Eine Curve dritter Ordnung enthält drei Sy- 
steme correspondierender Puncte. Nach Nr. 143. kann 
eine beliebige gegebene Curve dritter Ordnung C3 als Curve 
von Hesse dreier mit ihr sycigetischer Curven dritter Ordnung 
angesehen werden. Jeder dieser drei Curven entspricht ein 
Netz conischer Polaren, so dasz also jede Curve dritter Ord- 
nung die Curve von Hesse dreier verschieder Netze von Ke- 
gelschnitten ist. In Bezug auf jedes dieser drei Netze ist die 
gegebene Curve dritter Ordnung nach Nr. 132b. der Ort der 
Paare conjugierter Pole, so dasz also die Puncte einer Curve 
dritter Ordnung auf drei verschiedene Arten zu zwei und zwei 
conjugiert sein können, in der Art, dass je zwei conjugierte 
Puncte denselben Tangentialpunct besitzen. Daher gilt nach 
Nr. 13311. der ;^atz: 

Lehrsats I. In einer Curve ärifier Ordnung cxierteren 
drei Sgeleme eorreepondierender Puneie, 

Ist Dämlich z. ß. 0 ein Punet der gegebene Carve dritter 
Ordnung und u sein Tangentialpunct, so gehen nach Nr. 130il. 
▼OD ti ausser uo noch drei Tangenten aus, deren Berührung»- 
puncte wir respective durch ö', 0", &" bezeichnen wollen. Wir 
haben also die folgenden drei Paare conjugierter Pole, 0, o'\ 
O, 0"; 0, 0'", die sich auf die drei verschiedene Netze yoo Ke- 
gelschnitten beziehen» welche als gemeinschaftliche Curve von 
Heese die gegebene Curve dritter Ordnung haben. 

Indem man dieselbe Schlussfolgerung auf jeden der Puncte 
0^ 0^9 ebenso anwendet» wie auf den Punct o» siebt man 
sehr leicht» dasz filr das erste Nets o, 0* und &*, 0"'; ßlr das 
sweite o» O" und o^'» 0'; ßir das dritte 0» ond 0', &* con- 
jugierte Pole vorstellen. 

tu Eigenschaft des vollständigen Vierecks» das 
aus den Berfibrungspuncten von vier Tangenten» die 
sich in einem Punctje der Curve selbst schneiden, ge- 
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bildet ist. Es seien o, O' und o'\ 0"' zwei Paare conjugierter 
Pole in Bezug auf dasselbe Netz. Schneiden sich nun die Ge- 
raden 00" und o'o"' in y und die 00"* und o'O" in «, so sind 
auch nach Nr.J34. |f und % ein Paar conjugierter Pole für das- 
selbe Netz. 

Die Ponete o'\ y liegen In einer Geraden, folglich liegen 
nacb Nr.39d. ihre Tangentialpuncte, die auch bezOglich die 
Tangentialpuncte der Puncte o\ o'", % sind, auf einer zweiten 
Geraden. Die Tangentialpuncte von o und o'* fallen aber In 
II zusammen, so dass damit auch der gemeinschaftliche Tan* 
gentlalpunct von y und % mit u zusamraenföllt. Daraus ergibt sich: 

Lehrsatz II. Sind o, o*, o'% o'" die Berükrung9pmete 
einer Carte drUter Ordnung mit den Tangenten, die man 
durch einen ihrer Puncte u legen kann, so Hegen die 
Diagonaipuncte x, g,% de» Viereck» o&o**o'" auf dieeer 
Curve, und die Tangenten in u, w, y, %, schneiden »ich 
in ein und demeelöen Puncte dereeiöen Curve» 

Vollständige einer Curve dritter Ordnung ein- 
geschriebene Vierseite. Aus dem Satze in Nr. 134. folgt, 
wenn a, a!\ b, b' zwei Paare correspondierender Puncte der 
CurFe dritter Ordnung sind, dasz es, damit diese sich auf ein und 
dasselbe System beziehen, notwendig und hinreichend Ist, wenn 
der Durcbschnittspnnct von ab und o^^', sotrie der von ab', a'b 
auf der Curve liegen. Hieraus können wir mit Räcksieht auf 
die in Nr. 45i(L hewlesene Eigenschaft Folgendes schlieesen: 

Lehrsatz III. Ist ein vollständiges Vier seit einer Curve 
dritter Ordnung eingeschrieben, so bilden die Gegenschein 
lel drei Paare correspondierender Puncte, die^ sii einem 
und demselben /Systeme gehören. 

Hlemus erglht sieb unmittelbar, die Einteilung der volbtän* 
digen, einer gegebeni^n Curve dritter Ordnung eingeschriebenen 
Vierseite in drei verschiedene Systeme. 

c. Bezlebangen zwischen eorrespoudierenden 
Pnncten der verschiedenen Systeme. Es seien i|,€i|; 
b, swel Paare conjugierter Pole in Bezug auf swel verscbie* 
dene Netse. Der Tangentialpunct von a und «| sei a; der 



Digitized by Google 



246 



von b und b^i es seien ferner c, c^, c, die dritten Durchschnitts- 
puncte der gegebenen Cunre dritter Ordnung mit den Geraden 
aöt Oiö^, a^; dann wird c der Tangentialpunct Ton c und 
sein. Nach ö. sind also c und conjngterte Pole, aber in 
Bezog auf das dritte Mets. Ebenso sind, wenn die Geraden 
ab^ nnd Oiö die Curve noch in den Puncten und C| schnei- 
den, diese beiden Puncte eonjngierte Pole in Besag auf das- 
selbe dritte Mets*). 

147. Besiehang zwischen vier Paneten, die den* 
selben Tangntialpunct haben. Gegeben Ist ein Puoct 0 
und ein BOscbel Kegelschnitte, das einem Viereck efgh umge- 
schrieben ist Was ist der Ort der Berfibrungspunete der Tan- ' 
genten» die man Ten 0 an diese Kegelschnitte legen kann? 
Da man dordi o einen Kegelschnitt des Büschels legen kann, 
and also auch in o eine Tangente an denselben» so geht der 
gesachte Ort durch o, Anszer o enthSlt Jede Transversale« die 
durch ihn gelegt ist, noch zwei Pnncte des Ortes* nimllch die 
Doppelpuncte der Involution, welche nach Nr. 49. die Kegel- 
schnitte des Bfischels auf der Transversale bestimmen. Der 
gesachte Ort ist also eine Corve dritter Ordnnng, die auch durch 
^* ff 0> ^ gebt, da man einen Kegelschnitt des Büschels so le* 
gen kann, dasz er ^ In e oder of\n u. s. w. berührt 

Jeder Kegelschnitt des Büschels schneidet auszer In e, 
g, h die Curven dritter Ordnung noch in zwei Puncten in nnd 
m% in denen der Kegelschnitt die Tangenten, die von o an ihn 
gelegt werden können» berührt. Mach Nr. 65. geht die Gerade 
mm' 9 die Polare von o in Bezog auf den Kegelschnitt, durch 
einen festen Punct u, dem Gegenpunct der vier Puncte 
g^ h. Gebt der Kegelschnitt durch o, so fallen die beiden 
Pnncte m, m' in o zusammen. Dieser Kegelschnitt berührt also 
die Curve dritter Ordnung in 0, und u ist also der Tangential- 
panct von o. 

Unter den Kegelschnitten des Büschels gibt es drei Systeme 
von zwei Geraden, nämlich die Paare Gegenseiten ief,gA)» {eg,fh)t 

*) Besse, üeber Qtnm drdltt Orimmg und die KtgebdiadlU, weUU 
düwe Obren .m drd vermMluien Amdm Mttrm. (Crell«« Jonma]» T. 86. 
Berlin, Beimer, 1648. 8. 148-^158). 
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(eä, ff) des gegebenen Vierecks. Fflr jeden dieser Kegelsciinltte 
fallen die Pnnete m und mf in den betSglidien Diagonalpunct 
zusamnien. Daraus folgt, dasz die Diagonalpuoete o', o", o*" 
des VIereeiu der Cnrve dritter Ordnung angehören« nnd dasz 
die Tangenten in diesen Pnncten sieb in ff sehneiden. 

Da die Geraden o(e, g, ä) Tangenten der Curve dritter 
Ordnung in e, f, §, h sind, so ist der Kegelscbnitt, der durcb 
die fünf Poncte 0, e, f, ff, h geht, die erste Polare des Punctes 
O in Bezug auf eben diese Curve dritter Ordnung. Dem ent- 
sprechend Ist der Kegelschnitt durch u, 0, ü', o"» o"* die erste 
Polare von u, 

148. Die geraden Polaren eines Punctes einef 
Curve dritter Ordnung in Bezug auf die mit dieser sy- 
cigetischen Curyen gehen durch den Tangentialpunct 
des gegebenen Punctes. Ein beliebiger Punct der gegebe- 
nen Gurre dritter Ordnung sei durcb o bezeichnet, und es 
sei n der Tangentialpunct von o. Ist eine Curve dritter 
Ordnung, deren Curve von Bewse is^ so besteht die co- 
nische Polare von v in Bezug auf JT, aus einem Paar Geraden» 
deren eine nach Nr. 1336. durch o geht; folglich geht die gerade 
Polare von O in Bezog auf durch n. Der Punct tf liegt aber 
auch auf der geraden Polare von o in Bezug auf C^, well 
diese letzte Curve in o von der Geraden ou berührt wird. In 
II schneiden sich also nach Nr. 84c. alle geraden Polaren von 
0 in Bezug auf alle Curven dritter Ordnung, die durch die 
Durchscbnittspuncte der Curven nnd beschrieben sind. 
Daraus folgt: 

Lehrsatz IV. BeriUirt eine Gerade eine Cwrve dritter 
Ordnunff in o und schneidet sie einfach in einem andern 
Puncte u, so gehen die geraden Polaren von o in Bemig 
auf alle mit der gegebenen Curve dritter Ordnung ejfci- 
geliechen Curven durch den Punct u*). 

a. Weitere Eigenschaften der geraden Polaren. 
Es seien o, o\ o'\ o*" die Berühningspuncte der Tangenten der 
Curve dritter Ordnung die durch « geben. Nach dem letzten 

*) Salmon^ 0» carve» of the third ordere p. 535., 
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SaUe liegt i» aaf der getaden Polare eines jeden dieser vier 
Puncte in Bezog aof alle aycigetiechen Curven dritter Ordnung. 
Folgiicb gehen die conischen Polaren von ti in Besug auf die- 
selben Curven dritter Ordnung eSmmtlich durch 0, €^**)» 

Die drei Paar Gegenseiten des Vierecks 00'0"0"' sind die 
conischen Polaren von u in Bezug auf die drei sycigetischen 
Curven, deren Cur/e von Hesse die Cg ist, das heiszt, sie 
sind Tangenten an die drei entsprechenden Curven von Cayley. 

b. Fortsetzung. Man beachte auszerdero, dasz nach 
Nr. 140a. die Puncte O', 0", o'" die Diagonalpuncte des Vierecks 
sind, das durch die Bcrührungspuncte der durch 0 an die Curve 
dritter Ordnung gelegten Tangenten gebildet wird. Folglich ist O' 
nach Nr. 108d. der Pol der Geraden o"o"' in Bezug auf alle 
conischen Polaren von o für alle sycigetischen Curven dritter 
Ordnung, u. s. w. 

149. Eigenachafteu der Tangenten einer Curve 
dritter Ordnung aus drei ihrer Puncte in gerader 
Linie. Es seien a,^, c die drei Punete, in denen eine Gerade 
eine gegebene Curve dritter Ordnung schneide^ und a^, Oi, 
Ogi Öq, öl, 63; Co, Ci, C2, C3 die Bcrührungspuncte der Tan- 
genten die sieh bewglich durch diese Punete legen laszen. Da 
die Tangentialpuncte dreier Puncte in gerader Linie ebenfalls 
in gerader Linie liegen, so musz notwendig die Gerade, die 
einen der Puncte a mit einem der Puncte b verbindet, durch 
einen der Puncte c gehen. Die zwüif Puncte ü» 6, c liegen 
daher zn drei und drei auf sechssehn Geraden**). 

Es seien ü^, Öq, Cj> drei Puncte, die aus diesen zwölf Pun- 
ctcu in der Art ausgewählt sind, dasz sie auf einer Geraden 
liegeii, und es seien «i, Cj; Og* ^«5 ^i-» ^3» ^3 bezüglich 
die cor respondier enden Puncte derselben in Bezug auf die drei 
Netze Kegelschnitte, denen die gegebene Curve, als Curve von 
Hesse angesehen, nach Nr. 140. Entstehung gibt. Nach dem 
Satze in Nr. 134. sind immer, auszer 



*') CayUy. A Memoir on ettrves ete. p. 443. 

**) Plückery iSyslem der anaii/üsdim Geometrie^ S. 272. 
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Oos äQ, e^^ 

zu je drei folgende Poncte in gerader Linie, nSmlich 

^$ ^i» €ii ^o* ^1» ^* ^> ^i; 

4o* C^l ^0* ^2f ^9 ^0* ^* ^2» 

^9 4sf ^t* ^s» ^* ^* ^> ^* 

Nach dem Satze in iNr. 146c. sind auszerdeni nocli in ge- 
rader Linie: 

^» ^* ^i; ^t9 ^; 

^4» ^1 > ^3» ^» ^2» ^1* 

Diese secbszehn Gerade laszen sich in acht Systeme von 
je ?ier Geraden verteilen, die jedesmal alle zwOlf Berahrangs- 
pnoete enthalten*). 

a. Eigenschaft der Puncte Oi, bi, Cg* Die Puncte 
^9 Ci, die den Puncten Oq, Öq, Cq in Bezug auf ein und 
dasselbe Netz entsprechen, sind nach Nr. 134. die Scheitel ei- 
nes Dreiecks, deszen Seiten der Reihe nach durch 4^» 
gehen, und nach Nr. 137. gleichzeitig die Berührungspuncte der 
Curve dritter Ordnung mit der Poloconica der Geraden c^ÖqCq 
in Bezug aaf dieses Netz. Nach Nr. 39. schneiden sich daher 
die Geraden, welche die Puncte "oi, bi, Ci mit den Scheitel- 
poncten des Dreiecks verbinden, das durch die drei Tangenten 
uOi, hög, eci gebildet wird. In ein und demselben Pancte**). 

Es ist iiberflüszig, daran zu erinnern, dasz dieselbe Eigen- 
öclialt auch für die Puncte o^, b^t und ^3, ^3, ^3 Platz greift, 
welche den Puncten a^, bo, Cq in Bezug auf die beiden übri- 
gen Netze entsprechen. 

*) Besse f Ueber Curven dritter Ordamig uJ to»t 8.153. Die acht 
Systeme ron rfer Geraden sind die folgenden: 

O'i^z^ii öiCja, , ^iCja,, CiOjö^, CjOat, , o^ö^c^, Oyb^c^^ 

f>iC%<^»t ^iCftO»» <^o^»^»i Co<^%f>%i <>o^a<:»> <*o^%c^i b^c^f^it b^c^a^, 

<:,o,6«; Cia^b^i ao^a«t» OoMi« ^o«t«e* ^o^t«!« ««Oft^t* «'o^s^i* 
**) Plücher, SIgstm der anafytutAm CkomOriBf 8.46. 
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b. Weitere Liuenschafteii der gegebenen Puncte. 
Die Geraden o^Öq und a^bi^ schneiden sich in einem Puncte c 
der gegebenen Curve, diese geht somit sowol durch die Durch- 
schnittspuncte der zwei Systeme von drei Geraden (aöto> ^^o» ^^o) 
und [ab, a^b^, a^b^^), wie durch die der beiden andern analogen 
Systeme {aa^, t^i, cCi) und (a^, «i^i, öj^i). Es wird nun nach 
Nr. 506. einen Ort der dritten Ordnung geben, der der dop- 
pelten Bedingung genügt, sowol durch die genieinschartlichcn 
Puncte der beiden Systeme (flOo» ^^^o» ^^o) ^^i» ^^i) 

gehen, als die Durchschnittspuncte der beiden Systeme (ä3, 
öy^t), «g^ü) und (ab, «i^i, öi^i) zu enthalten. Diese heiden Be- 
dingaogen werden ganz geoau durch das System dreier Geraden 

(rt, [0I][10], cco) 

erfSlIt, worin [Ol] den Durchscbnittspunct der Geraden und 
l^^i bedeutet und [10] den Punct, in dem sich aa^ und My» 
schneiden. Nun kann aber jeder Ort der dritten Ordnung^ 
der zu dem BQschel gehört, das durch die beiden Systeme 
(oll, H^o) ^^i) bestimmt wird, nicht anders 

ZDsammengesetzt sein, als aus der Geraden ab und einem Paar 
conjugierten Geraden der quadratischen Involution, deren Dop» 
pelstralen aJtQ und Oibg sind*). Die Gerade [01][10] geht 
daher durch den Paoct ond ist nach Nr. 25a. der conjugierte 
harmonische Stral von reo >n Besng auf ajb^ und Oibi* 

e. Fortsetaong. Mittelst desselben Raisonnement findet 
man, dasz, wenn aoQ die Geraden bb^ und bö^ in den Puocten 
£02] und [03] schneidet, und bbQ ebenso die Geraden aa^ und 
01^ in den Puncten [20] und [30] trifft, die Geraden [02][20] 
und [03][30] durch Co gehen. Folglich haben, wenn wir durch 
[00] den Durchschnittspunct von oa^ und l^^o beaeichnen, die 
beiden Systeme von vier Ponctea: 

[00,01,02,03] und [00,10,20,30] 

gleiche Doppelverhältnisze> da sie die Durchschnittspuncte der 

*) HaboB üs Ourmi eines BlUchela Kegelschnitte einen Doppelpnnct 
gemein, das hmast, besteht jede ans dnem Paar dnich Cq gelegter Ge- 
raden, so bilden die sininilliehen sasammengdiArigen Ftare ton Cteraden 
aagfloschanHeh ehie Involntion, deren Doppeletralen die beiden Carren des 
Bfisdieis sind, die nach Nr. 48. in eine Spitae haben. 
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beiden Transversalen «flo» ^^o ein und demselben Büschel 
Geraden sind, das durch Cq geht. Hieraus folgt» dasz die aa- 
harmonUicheo VerhältDime der beiden Büschel « 

«(«O» «1» «8* <h) ^(*0» *s) 

auch gleich sind, das beiast, dasz die sechs Puncte 

100], [llj, [22], [33], a, ö 

aaf demselbea Kegelschnitte liegen « wie wir schon oben in 
Nr. 131a. gezeigt haben. 

Dem analog haben, da sich in Ci die vier Graden a^i, 
^^8> schneiden« die Büschel 

a(ao> Ol, (h) und b(bi, Öq, ö^, 

gleiche Doppelverhältnisze» u. s. w.« wie so eben. 

d. Eigenschaft der Durchschnittspuncte der hei* 
den projectivischen Stralenbüschel. 

Es schneiden sich im Poncte^o die Geraden [0]][10], [02][20], ..; 
ebenso „ ., „ „ Cj „ „ [Oü][ll], [22][33], ..; 
ferner „ „„ „ „ „ [00][221, [33][11], ..; 
endlich „ „ „ „ a ^ „ [00J[33]»[11][22]...*). 

Die Puncto [00], [11], [22], [33], in denen sich die ho- 
mologen Straten der beiden projectivischen Stralenbiischcl 
fl(öo. «2» ös)» ^(^0» bi, b^y b^) schneiden, bilden daher ein voll- 
ständiges V'iereck, deszen Diagonalpunctc C| , c^» der Curve 
dritter Ordnung angehören, und die Berührungspuncte der drei 
Tangenten sind, die sich in c, dem dritten Durchschnittspunct 
der Curve mit der Geraden at>, schneiden. 

Fallen die beiden Panete « vnd I» snaammen, ao erhalten 
wir das In f9r.l46a. bewiesene Theorem wieder. 

e. Eigenschaft der Durehaehnittapanete der Tan* 
genten aas sweiPuneten einer gegebenen Cnrve drit- 



*) In jeden der Fonete c schoeldeD sich MehSi dea Gefsden [Ol], [lo] 
analoge gerade Linien. 



Digitized by Google 



252 



Drilles CapüeL 



CS. ^ 



ter Ordnung. Die Puncte a und b sind die Mittelpuncte * 
zueier projectivischer Straleiibüschel, in denen die Geraden 
«(flo» «1» «2» ^) Geraden ^3) entsprechen. Man 

ziehe durch a eine Gerade, die bö^ im Puncte (icO) schneide, 
und verbinde den Punct [xO] mit Cq durch eine Gerade, die 
affo >n> Puncte [Ox] treffe; dann ist ßlOx] die Gerade, welche 
a[xO\ entspricht. Auf diese Art lindet sich, dasz der Geraden 
C^, jenachdeni sie dem Büschel a oder b aiigehörig betrachtet 
wird, bc^y oder ccp entspricht. Die Graden üCq und bc^ sind 
daher nach Nr. 59. Tangenten in a und b an den Kegelschnitt, 
<ler durch die beiden projectivischen Stralenbiischel erzeui^t wird, 
das heiszt nach Nr. 107., Cq ist der Pol der Geraden 6^ in Be- 
zug auf eleu Kegeiscbnitt a»[00J[llJ[22]l33]. 

* 

Dem analog sind C|, c^, C3 die Pole der Geraden a( in 
Bezug auf drei andere KegeUchnitle, die durch a and X», sowie 
durch die DurcbeehnittspUDCte der Tangenten gelegt aind, die 
sich in ü und $ sehneiden (m. s. Nr. 131«.). Folglich entsteht : 

Lehrsatz V. Die Tangenten, die man durch %wei Puncte 
s und b einer Curve drüier Ordnung an dieselbe legen 
kann, schneiden sich in sec/iszehn Puncten [icy\, welche 
stt Her vnd vier in vier Kegeleckmiten liegen, die durch 
{ a und l> gehen. 

Lehrsatz VI. Die Pole der Geraden ab in Bezug auf 
diese Kegelschnitte liegen auf der Curve dritter Ordnung, 
die in ihnen von vier Geraden berührt irird, welche sich 
in c, dem dritten Dtirchschnitispuncte der Geraden ab mit 
der Curve dritter Ordnung, treffen. 

Lehrsats VII. Die Pole von 00 inBesug auf drei öe- 
UeMge der vier KegelechnUte sind die Dit^ona^unete dee 
vollständigen Yierseits, dessen SeheUel die vier Puncte 
[xg] sind, welche mif dem vierten KegelechniU Hegen*). 

f. Durehschnlttspiincte der eonischen Polare von 
Co mit de? Fondamentalenrve. Die conlsehe Polare von 
e^ sehneidet, ausser dasz sie die Cunre dritter Ordnung in c^ 



*> Salnkon^ TkMmn mir U» anarhes de Irmtiimt degri. p.976. ^ 
Bigker pUmt aave$^ p. 134. 
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berührt, dieiieltie noch in p, r, s, und jeder KegeischniU, der 
" dorcb Pf 9» r, s geht, schneidet die Curve dritter Ordnnng in 
iwei weiteren Puncten, die mit c, dem Tangentialpunct von 
nach Nr. 147. in gerader Linie liegen. Der Kegelschnitt also, 
der durch p, # und a beschrieben ist» enthält auch den 
Pnnct 

Bekanntlich hat tlas vollständige Viereck pqrs seine Dia- 
gonalpunctü in Ci, C2, C3. das heiszt in den Puncten, die nach 
146ä. mit Co den Tangentialpunct gemein haben. Daraus folgt, 
dasz das Dreieck CiC^c^ jedem Kegelschnitt, der dem Viereck 
pqrs umgeschrieben, conjugiert ist. 

Da aber Cg , auch die Diagonalpuncte des Vierecks 

[0(y][t]][22][33] sind, so ist das Dreieck Ci^«, ebenfalls dem 
Kegelschnitt conjugiert , auf welchem die sechs Functe h, 
[00]» [11]» P2], \ßl liegen. Folglich gebt nach Nr.lOS«. die- 
ser Kegelschnitt auch durch p, q, r, 

150. Drei Systeme Kegelschnitte berühren die 
Fundamentalcur VC in drei Puncten. Wenn man in der 
allgemeinen IVlethode in Nr. 67c., um den Gegenpunct von vier 
Puncten einer Curve C3 dritter Ordnung zu construieren, an- 
nimmt, dasz durch paarweises Zusammenfallen, dieselben sich 
auf zwei a und b reduciercn, so wird der Gegenpunct c mit 
den Tangentialpuncten a und b von a und b in gerader Linie 
liegen, das heiszt, er ist der Tangentialpunct des dritten Durch- 
schnittspunctes C der Fnndamentaicurve mit der Geraden ab. 
Jede Gerade durch c schneidet die Curve dritter Ordnung in 
zwei Puncten m und n, durch welche ein Kegelschnitt geht, 
der in a und b dieselbe Curve berührt. Fallen daher die Puncte 
171 und n zusammen, so haben die Curve dritter Ordnung und der 
Kegelschnitt unter sich drei zweipunctige Berührungen. Durch 
c gehen vier Gerade, die C3 berühren. Einer der Berührungs- 
puncte c liegt mit a und b in gerader Linie; die drei andern 
seien C| , C2, C3. Wir betrachten den Kegelschnitt, der in den 
Puncten a, b, Ci berührt. Die Puncte c und sind in Bezug 



•) Samtiel lioberls, On the interypcfions r,f tangents drawn throii'jh 
ttvo points on a curve 0/ thc third deyree. (Quarterly Journal of pure and 
applied Mathematics vul. 3, Loadon 1860, p. 121). 
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auf eines der drei Netze, deren Corve von Besse nach Nr. 14fi. 
die gegebene Carve dritter Ordnong ist, oonjagierte Pole, and • 
igt äi der conjogierte Pol ?on Ö in Bezog anf daeeelbe Neti, so 
geht die Gerade durch a, und die beiden ÖCi und biC treffen 
sieb in 41^, dem nach Nr. 134. dem Pnncte a för dasselbe Nets 
conjagierten Pole. Das heiszt^ vrird die Curre dritter Ordnung 
in a, ö, Ci von einer Cnrve zweiter Ordnung berührt, so liegen 
die in Bezog anf eines der drei Netze conjagierten Pole Oi, 
bi, e von a, Ö, Ci in gerader Linie. In Bezug anf dieses Nets 
ist also diese Cnrve swelter Ordnung nach Nr. 137. die Polo- 
coniea der Geraden agöge. Sbd dem entsprechend und 
Og, &f die eonrespondierenden Puoete von a, b In Bezug auf 
die beiden andern Nette» so sind die Kegelschnitte, die in a, 
b, e% und a, b, herOhren, die Poloconilcen der Geraden Ot/b^ 
und a^e in Bezog auf die erwähnten beiden Netze. 

Folglich haben wir: 

Lehrsatz VIII. Die Kegelschnitte , welche eine Curve 
dritter Ordnung in drei Puncten berühren, verteilen sich 
in drei Systeme, bezüglich auf die drei Netze, deren ge- 
meinschaftliche Curve von Hesse die gegebene Curve drit- 
' ier Ordnung isL 

Die sechs Berührungspancte zweier Kegelschnitte desseU 
ben Systems liegen auf einem schneidenden Kegelschnitt, und 
umgekehrt^ beschreibt man durch die Berührungspuncte eines 
Kegelächniltes eines bestimmten Systems beliebig eine Curve 
zweiter Ordnung, so schneidet diese die Curve dritter Ordnung 
in drei neuen Puncten, in denen dieselbe von einem zweiten Ke- 
gelschnitt desselben Systems beröhrt wird (m. s. auch Nr. 137a.). 

Soll eine Poloconica durch zwei Puncte O und 0* geheim 
so wird die Gerade« der sie entspricht, nach Nr. 136«. die ge- 
meinschaftliche Tangente der conischeo Polaren von o und 
sein. Zwei Kegelschnitte haben aber vier gemeinschaftliche 
Tangenten, folglich gehen durch zwei gegebene Puncte zwölf 
Kegelschnitte 9 für jedes System vier, die drei zweipunctige 
Berührungen mit der gegebenen Cnrve dritter Ordnung halMB. 

Nach Nr. 137. hat die Policonica einer Wendetangeote für 
jedes der drei Netze eine sechspunctige Berührung mit der 
Curve von Hesse, Polglich gilt: 
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Lehrsatz IX. Ej/ gibt siebenundiwamig Kegelschnille, 
für jedes St/sfe/n neun, die eine sechspunctige Berührung 
mit der gegebenen Curve driller Ordnung eingehen^). 

Die BerOhrongspuncte sind diejenigen, weiche in den drei 
Systemen den neun Wendepuncten entsprechen, das heiszf, 
sie sind nach Nr. 39df. die Pnncte, in denen die Corve dritter 
Ordnung von den Tangenten» die man durch durch einen Wen- 
depuncte legen kann, berflhrt wird. Einen beliebigen dieser 
Pnncte nennen wir p, q oder r, jenachdem er dem ersten, zwei- 
ten oder dritten Systeme angehört. 

Drei Weiideponcte In ixoraclnr Linie und die neun Puncte p, 
Qy r, die ihnen In den drei Systemen entsprechen, bilden einen 
Complex Ton zwülf Puncten, auf die man die in Nr. 149. gefun* 
denen Eigenschaften anwenden kann. Auf diese Weise folgt: 

Lehrsatz X. Jede Gerade, die zwei Puncte p dessel- 
ben Si/slems verbindet, geht durch einen Wendepunct; 

liehrsats XL Jede Gerade , welche upei Punete p, q 
9an pereeJUedenen Systemen verendet, eckneidet die Cürve 
dritter Ordnung in eitlem Pmete r dee dritten JSifeteme, 

Ausserdem folgt nach Nr. 137a.: 

Lehrsats XIL Die eeche Punete p, die in demeeiben 
^eteme eeche Wendepuncten entepreehen, die auf twei 
Geraden liegen. Hegen auf einem Keffeleehnttt**). 

*) Steiner, Gt»meärucke LekrtälM, {Crelle» ioaxatUi, T. 13., Berlin, 
Beimerf 1846, S. 132). 

**) Messe, Ueber Curven dritter OrdHimg «. «. to. 8. 165—176. 

Ausser d«& in iämem und dem leteten Fanigmpliea dtiertan Abhaad- 
langen lehe man noeli folgende dn: 

MöbiuSf ÜAer die Onm^ormen der Linien der dritten Ordnm^ (Ab- 
haadlongen der EOnij^ Siehsischen GesdlBciiaft der WlBsenscIiafken, I. Bd., 
Leipiig 1849. &40.). 

Bellavitie, Sidbi thss^easione deäe curve dd ters^ erdtne. (Memorie 
ddla Soeieft Italiaaa delle sdence, t, 35., parte 2., Modenai 1851« p. 88). — 
Sposizione dei nuovi metodi di geometrin onofitiea. (Memorie delP UtitatO 
Vencto, vol. 8., Venena 1860, p. 348). 
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Es seien svrei projectiviselie Gurvenbüschel gegeben. Die 
Curven des ersten Büschels haben in einem Basispuncte o ein 
und dieselbe Tangente« und es sei 0 aach auf der Cnrve des 
zweiten Büschels gelegen , die der Gorve des ersten Bfisehels 
entspricht, fiSr welche O ein Doppelpunct^ ist In Nr. 67^. ist 
bewiesen, dasz der Ort der Dorchschaittspuncte der entspre- 
chenden Curven zweimal durch 0 geht, wir wollen jetzt unter« 
suchen, welches die beiden Tangenten dieses Ortes Im Doppel- 
punete sind. 

Lemma. Es sien {U, V,W,....)y iU% W%....) die ent- 
sprechenden Curven zweier projectivischer Büschel von der- 
selben Ordnung n, die eine Curve AT von der Ordnung 2n er- 
zengen, welche durch die Basispuncte der beiden Büschel 
hindurchgeht 

Die Curven Ut U* erzeugen ein neues Büschel, dessen Ba- 
sispuncte auf K liegen. Eine Onrre U** des letzten Büschels 
schneidet K in noch andern n* Puncten, und beschreibt man 
durch diese und einen beliebigen andern festen Pbnct auf K 
eine Curve ii-ter Ordnung, so schneidet diese nach Nr. 54a. 
K in andere — 1 festen Puncten, was auch U*' sei. Ist der 
beliebig fixierte Punct ein Basispunct des Büschels FP, so bil- 
det er mit den übrigen — 1 festen Poncten die Basis von 
VV, Die Cnrve ü schneidet nSmIich K in 2ii* Pnncten von 
denen auf U* liegen, und die andern auf K. Ebenso 




i 
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schneidet V K in 2«* Puncteo, von denen n* auf D liegen und 
die andern auf V. £ine beliebige Gnrve U" des Bfiscbel« UU' 
ecbneidet daher K in anderen n* Pancten, die auf einer Corve 
V" des Bfischela VV* liegen. Die Bflscbel (ü, V, U",.,..) und 
(V, V*, V",,,,.) sind folglich projectivisch, und die von ihnen er- 
zeugte Curve i«t ebenfalls K» 

Dem entsprechend liegen die zweiten n* Durehschnitta- 
puncte von ü" und JT auch auf einer Curve W*' des Büschels 
WW', und auf diese Weise erhalten wir ein neues Bfischel 
(U**, V", W", ,...)» das den gegebenen projectivisch ist, und des- 
zen Basispnncte auf iP liegen. Da nun die Curven U", Y", W, .... 
bezüglich zu den Büscheln ÜV', VV, WW\ .... geboren, deren 
ßasispuncte sSmmtlicb auf K liegen» so erzeugt das neue Büschel 
iU", V",W", ..,,) mit einem oder dem andern der gegebenen 
zusammen dieselbe Curve JT. Daraus folgt: 

Lehrsatz. Gegeben zicei projectivische Cvrvenbüschei 
(U, Y, IF, ....), {ü', V% W, ....) von derselben Ordnung, die 
eine Curve K erzeugen, Ist V" eine beliebige Curve des 
Büschel» UV, so laszen sich andere Curven V", fP'.,., 
bestimmen, die 6e%üglich %u den Büscheln YV, WW',.,». 
gehören und mit U" ein neues Büschel angeben, das den 
gegebenen projectivisch ist und mit jedem derselben zu- 
sammen dieselbe Curve K erzeugt. 

Es seien jetzt {U, K, ....), {U\ V', ) zwei projectivische 

Curvenbiischel von beüehii^cr Ordnung, und K die ('urve, die 
sie erzeugen. Unter Annahme zweier willkürlicher Curven L 
und L' betrachten wir die projectivischen Küschel (UL, YL, ... ), 
(Ü'L', Y'L, ....), die durch Verbindung jeder ('urve des einen 
oder andern gegebenen Büschels mit der Curve L oder'/,' ent- 
stehen. Der von den beiden neuen Büscheln erzeugte Ort ist 
offenbar der Complex der drei Curven K, L, L. Die Ordnungen 
der Linien Z, L' seien nun so ausgewählt, <]asz die beiden 
neuen Büschel von gleicher Ordnung sind, dann können wir 

nach dem vorhergehenden Lemma ein neues Büschel (It, P, ) 

construieren, das dem vorhergehenden projectivisch ist, deszen 
Curven bezüglich den Büscbein {Jüh, U'L% ....), {YL, Y'L', ....), .... 
angehören und so beschaffen sind, dasz das neue Hüscbel mit 
dem vorhergehenden (JÜ'L\ Y'L% . . . .) den Ort KLL' erzeugt. 
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Dmas fol^ dass die beiden projeetlTisdieB Bfieebel (H, »-) 
«Hid (V» V',,.,,) den Ort erseogen. 

Wir setzen jetzt voraus, alle Curven ffes Büschels {U, F, ....) 
berührten eine und dieselben Gerade R in demselben Puncte 
0, und V sei die Curve, für welche o ein Doppelpunct ist. Die 
entsprechende Curve V gehe ebenfalls durch o. Dann hat die 
Curve K in o einen Doppelpuoct, und wir suchen jetzt die bei- 
den Tangenten au bestimmen. 

Man trSble fBr L eine Linie» die nicht dnreh o geh^ und 
L' ad am der Creraden E und einer ebenfalls nicht dorch o 
gehenden Canre sneamengesetzt. In diesem Falle haben die 
Cnrven des Btischels (ÜL, V'L, ....) in o dieselbe Tangente Bt 
vnd man nehme Jetzt für 11 die Cnrve dieses Büschels, welche 
zweimal durch o geht Der Pnnct 0 ist fiür die beiden Cnrven 
YL, f'L* ein Doppelpunct, er Ist es also auch Dir alle Garßen 
desBflsehels (FZ, V'L% unter denen sich auch befindet Die 
Conre K wird gleichzeitig mit L durch die BOschel (ü\ FO, 
(It, yy) erzeugt, nnd deshalb sind nach Nr. 52., wenn man rss Q, 
r'=s2 setzt, die Tangenten Ton iC in o die Tangenten derje- 
nigen Curve 1^ des zweiten BOsehels Im nSmIiehen Puncte, 
welche derjenigen Curve V des ersten Bfischels entspricht, die 
durch 0 gebt 

Da D dem Bilschel (KX, V'U) angehört, so sind die beiden 
Tangenten in o an iT conjugierte Elemente in einer quadrati- 
schen Involution, in der die Tangenten Ton Y unter sich con- 
ngiert sind, und die Tangente Ton f der ceiyuglerte Strahron K 



Der Satz in Nr. 14. genügt zur Bestimmung des Ausspru- 
ches io Nr. 69c. unmittelbar nur dann, wenn die Fundamental- 
eurre ein System von Geraden ist, die durch denselben Punct 
gehen. Wir haben daher die Verpflichtung, hier einen allge- 
gemelnen und vollständigen Beweis zu liefern. Zu demselben 
setzen wir, wie es erlaubt ist, folgende Lemmata Tcrans: 

Lemma 1. Die Poiare (es vverden hier stets erste Po- 
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laren verstanden) einer öeHeMgen Foies geki durch die 
Deppelpunete der FUndamenUUemve, (Dies folgt imniittel* 
bar ans Mr. IG.). 

Lemma 2. Die Polaren eines gegebenen Fundes in 
Bezug auf die Curven eines Büschels bilden ein anderes 
Büschel {^r,iaa.)- 

Lemma 3. Ist die Fundameniaicurve aus einer Geral- 
den und einer andern Curve misammen0esei%t, und der 
Pol wird auf eben dieser Geraden angenommen, so ist die 
Polare aus der gegebenen Gerade und aus der Polare 
in Bewug auf die UDeÜe Curve %usammengesei»t. (Dies 
folgt nnmitteibar ans der Definitios der Polaren und aus 
Nr. 17.) 

Lemma 4. Ssäs%t man durch die Puncte, in denen 
eine Curve der n-ien Ordnung durch n Gerade, die durch 
einen Punct o gehen, geschnillen wird, eine zireite Curve 
derselben Ordnung hindurchgehen, so hat der Punct o 
ßr beide Curven dieselbe Polare. (Dies folgt augenblick- 
lich, da die Polaren von O in Bezug auf beide Curven auf 
jeder der n gegebenen Geraden n— 1 Poncte gemein haben). 

Es sei also jetzt eine Fundamentalcorve Cn der n-ten Ord* 
iiung und zwei beliebige Puncte O und o' gegeben. Wir be- 
zeichnen durch Poo' die Polare von o in Bezug auf die Polare 
von O' und dem analog durch Po'o die Polare von 0' in Bezug 
auf die Polare von o und wollen nun beweise«, dasz die Curven 
jPm' und P^» zusammenfallen. 

Man ziehe durch o' eine beliebige Gerade R, und es sei Jn 
das Büschel der n Geraden, die von 0 nach den • DnralischnittS' 
puncten von Cn und R gezogen werden kOnnen. Die fiberblei- 
lienden n{n — 1) Durchschnittspnncto der Orte C« und Jn liegen 
nach Nr. 436. alle auf einer Curve Cn-i der (w— l)-ten Ordnung, 
üa Cn dem Büschel (J„, RCn-i) angehört, so gehört die Polare 
von 0' in Bezug auf Cn nach Lemma '2. zu dem Büschel (cpn-u 
RFn-i), worin g)„_i das Büschel der n — 1 nach Nr. 20. in o 
zusammenlaufenden Geraden bezeichi^et, die die Polare von o 
in Bezug auf Jn bilden , und r„_2 die Polare von o' in Bezug 
auf Cn-i ist. Diese Curve In-a bildet nach Lemma 3. mit R 

17* 
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nwamnieii die Polare von o' io Bezug auf die zusammengesetzte 
Owe RCh-I' Gemäsz Lemma 4. folgt feroer» dasz die Com 
Pio' nichts Anderes ist, als die Polare von o in Bezug auf 
BFn-'if das heiszt, sie gellt nach Lemma 1. durch die n — 2 
DarehechDittepaocte Ton Ili-e ond A 

Da Cn dem Büschel (Jn, RCn-i) angehört, so Oillt nach 
Lemma 4. die Polare von 0 in Bezug auf Cn mit der Polare 
von 0 in Bezug auf RCn-\ zusammen und geht folglich nach 
Lemma \. durch die n — X Durschschnittspuncte von Cn-i und 
R. Die Curve Poo geht daher durch die n — 2 harmonischen 
Mittelpuncte des durch die Durchschnittspuncte von Cn-i und 
R gebildeten Systems in Bezug auf den Pol o', das heiszt, sie 
geht auch durch die n — 2 Durchschnittspuncte der Curve 
mit /t 

Ans Allem felgt» dass die Polaren iW und P«^ f»— 2 Pnncte 
auf einer beUebigen, durch den Pnnct & gelegten Transversale 
gemein haben. Diese beiden Pobren fallen daher In eine ein- 
lige Cnnre der (»— 2)-ten Ordnung insammen. 

Es seien nun o, o', o", — iO^\ beliebige Puncte der 

Ebene, und man bezeichne durch Pooc" die Polare von o in 
Bezug auf /oo"» durch Poo'o"o"' die I^olare von o in Bezug auf 
Po'o"o"', u. s. w. Aus dem eben bewiesenen Satze erhält man 

dann augenblicklich . dasz die Polare PoVo " dieselbe 

Corve bleibt, in welcher Ordnung man auch die Pole o, o', 
o", o(^) nimmt. Nimmt man jetzt noch an, dasz r dieser 
Puncte in einen O zusammenfallen, und die uberbleibenden 
+ 1 — r = r' sich ebenfalls in einen & vereinigen» so hat man 
den allgemeioeo Satz: 

Lehrsats. FUr eine beliebige FkmdameiUalewwe fälli 
die r-te Polare einee Pmteiee o in Bewg die r^-te 
Polare eines andern Puncte* o* mU der r'^fen Potare von 
o' in Betuff auf die r-te Polare von o ui9ammen% 



Bei diesen und anderu Zusätzen bin ich sehr wirksam durch die 
lehnwielie Comeipoodeitt mit meinem berahmten Freunde Dr. Sir st geför- 
dert worden, dessen fireandliche Unterst&tsnng ich hier datdcend anerkenne. 
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Sa BTr. 88. 

BesOglich der BMÜinnittiig der Doppelpuncte eines BflechelSj 
wollen wir den scboe betrachteten Fällen Nr. 88«., ö,, e. andere 
von etwas allgerndnerem Charakter Mnsufügeiu 

« 

tu Die Gurven des gegebenen Büschels n-ter Ordnung 
haben einen r-fachen Punct o gemein, nnd 0'* seien zwei 
beliebig auf der Ebene festgelegte Puncto* Die Polaren von 
o in Bezog auf die gegebenen Corven haben in o einen r-fachen 
Punct mit denselben Tangenten als die gegebene Cme^ nnd 
diese Tangenten bilden eine Involution des r«ten Grades. Die 
Polaren von o* haben dagegen In o einen (r— ])-fachen Punct 
und ihre Tangenten werden In einer Involution des (r — 1)-ten 
Grades gruppiert sein. Die beiden Involutionen sind projecti- 
visch, und eine beliebige Gruppe der «weiten ist nach Nr. 74 
die Polare von & In Besug auf das Geradenbflschel, das die 
entsprechende Gruppe der ersten bildet. 

Die Poiarenbüschel von o und o* in Bezug auf die gege- 
bene Curven erzeugen eine Ciirve der 2(ii— l)-ten Ordnung, die 
in 0 einen (2r — ])-racben Punct bat, und deren Tangenten die 
nach Nr. 52. beiden Involutionen gemeinschaftlichen Straten bil- 
den. Diese gemeinschaftiicben ^<$tralen 8ind nach Nr. 19. offenbar 
die Gerade oo' und die Doppebtralen der Involution r«ten Grades. 

Dem entsprechend erzeugen die Polare von o und o" eine 
zweite Curve der 2(n — l)-ten Ordnung, die (2r — l)-mal durch 
0 geht und dort von der Geraden oo" und den Doppelstralen 
der obenerwähnten Involution r-teo Grades berührt wird. 

Da nun die beiden Curven der 2(fi^l)ten Ordnung einen 
(3r — l)-fachen Punct 0 und In Ihm ^r— 1) gemeinschaftliche 
Tangenten haben« so s&hlt o f&r (Sir— l)*-f-2(r~l) ihrer Durch- 
schnittspnnete. Aber o gilt auch für Baslspnncte des Po- 
larenbflschels von o; folglich hat man, da 

(2r — 1)* + 2(r - 1) - r» = (r - l)(3r + 1) 
Ist, den Satz: 

Lehrsatz I. Wenn die Curpen eines BBeehele einen 
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r- fachen Punct gemein kaben, so %ähU dieser ßr (r-l)(3r-|-l) 
Doppelpuncle des Büschels*). 

ß. Wir «etiMi jetit voraii^ dass dl« Ksgebenea Cunran Im 
gemelMeliaflBchen r-^acbeo Paocte o dieselben r TangeDten 
haben, in «releheiii Falle ^e von llmen. Cm, r-^l Zweige hat» 
die sich in a schneiden. 

Die Polaren von 0 haben in 0 einen r-facben Punct mit 
denselben Tangenten, wie die gegebenen Curven, die Polare 
von Cn aber wird in o einen (r-f l)-lacheu Punct haben. Die 
Polaren von o' haben in 0 einen (r- — ])-rachen Punct mit Allen 
gemeinschaftlichen Tangenten. Diese sind die Geraden, welche 
in Bezug auf das Tangentenbüi»chel der gegebenen Curven in 
O die Polare von 0* bilden. Die Polare in Bezug auf Cm aber 
gebt r-mal durch o. Die beiden Polarenbüschel erzeugen also 
nach Nr. 51. eine Cnrve der 2(it—l)-ten Ordnung mit einem 
2rmftcben Puncto in 0. 

Dem entsprechend erzeugen die Polaren von o und o" eine 
zweite Cnrve derselben Ordnung, die eine gleiche Anzahl mal 
durch 0 geht und folglich 4r* Durchschnittspuncte mit der ersten 
Curve hat, die sämmtlich mit o zusammenfallen. Aber o gilt 
für r^-f ^ Basispuncte des Polarenbü'schels für o, und 0 stellt 
daher r(3r — 1) Doppelpuncte des gegebenen Büschels vor. 

Fallen von den gemeinschaftUchen Tangenten durch o s 
in eine einzige Gerade R zusammen« so berührt diese in o nach 
Nr. 74. s Zweige jeder Polare von o und s — l Zweige jeder 
Polare von o' und Q"» und folglich hat auch jede der Curven 
2(ii— l)-ter Ordnung s — 1 in o mit R zusammenfallende Tai>- 
genten. In diesem Falle vereinigt also o 4r*-^s-^i Durch- 
schnittspuncte dieser Curven. Das heisst: 

Lehrsatz II. Haben die Curven eines B&sekels ausxer 
einem r- fachen Punei aile TangetUen in diesem Funeie 
gemein, und ffxlien 9on den letsefen s in eine Qermde «i- 
sammen, so %äUi dieser Punei ßr r(3r— Ij-f #— 1 Dop- 
pelpuncte des Büscheis. 



*) In Besag auf den cinÜMlifltea FmU dieses und des folgendea Lehr- 
aatses solie num Cayle^i NoweUu r4dUrehes rar rduRmadon €t la A^rie 
du courbe* (CrcU«« Jonnud, T. 63. Beiiin, Belmer, 1868, B.84.> 
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ist ä=tr, das hetsiU, faUen 4i0 Temffenien aUer Cwven 
in 0 in eine einelge Gerade wusrnnmen, so %ähH o flir 
Doppe^pmieie. 

y. Man setse nan vonos, dass eine einzige Garve Cu nnter 
den gegebenen r«mal dnreh einen Ponct o gehe and in iiim 
s mit der Geraden Jl zusammenfallende Tangenten habe. Dann 
. hat die Polare Ton o in Bezug auf Cn r Zweige, die durch o 
gehen und mit^C» dieselben Tangenten haben. Die Polare 
eines beliebigen Punctes & in Bezug auf Cn hat in 0, einen 
(r— l)-rachen Ptanct mit«— 1 mit R zusammenfallenden Tan- 
genten. Die BOschel der Polaren von o und o* erzeugen daher 
eine Gnrve der iHen Ordnung, die in 0 nach Nr. 51^. 
einen (r — l)-fachen Punct mit« — 1 auf R fallenden Tangen, 
ten bat. Eine entsprechende Curre und mit denselben Eigen- 
schaften ausgestattet entsteht durch die Polarenbflscbel von o 
und einen zireiten beliebigen Punct &*, und ffir diese beiden 
Curven 2(n — l)-ter Ordnung reprSsentiert der Punct o (r— 1)* 
Durcbschnittspuncte, daher gilt der Satz: 

Lehrsatz IIL Qibt es in einem CurvetMseAel eine 
Curve, die einen r^faehen Funet mU s wusammenfaUenden 
Tangenten öesiiat, so ist dieser J^unet der Ort ßr (r-1)* 
•f #— 1 Dapfe^imete des Büschels, 

d. Liegt 0, der r-fache Punct von £!n, auf allen Curven 
des Bfischels, die dann in ihm alle eine gemeinschaftliche Tan- 
gente haben, so geben die Polaren von o sSmmtlicb durch o; 
dieser Pünct ist also flir jede der Curven 2(ii— ]>ter Ordnung, 
die durch die PoIarenbOsch^i entstehen, ein r-facher Punct 
Diese Curven haben daher i^-f «-r-l in o vereinigte Dnrch- 
schnittspuncte. Der Punct zählt nun auch fär r Basispuncte 
des Polarenhfischels von o, und folglich gilt: 

Lehrsatz IV. Geht eine Curee eines Büschels r^mai 
durch einen der Basispuncte und hat dort s vusammen- 
faUende Tangenten, so %äUt dieser Punct ßrr^-^r^s-^l 
Do^ßeipunete des Büschels, 

Unter Anwendung der beiden letzten Nät/e laszen die Be- 
trachtungen der Nr. 121. sich t'olgeodermaszen aui^sprcchen : 



« 
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Lehrsatz V. Bai in Besuff auf eine gegebene Funda- 
mentaieurve eine erste Polare einen fachen Punet p 
mit s vitsammenfaiienden Tangenten, so hat die Curve van 
Steiner (r-])<4-«— 1 imPoie dieser Polaren sieh kreu' 
%ende Zweige, die in ihm von der geraden Polare von p 
herOhri »erden, welche dort mit der Curve von Steiner 
selöst eine [f^^r-j-s—l]''punetige BerUhrutHf. eingeht. 



an Mw. U^Msa. 

Nach Theorem III. S. 170. schalte man Folgendes ein: 

Die Kegelschnitte also, die durch xwei gegebene Pancte geben 
und zwei gegebene Curven tt«ter und Tifter Ordnung berühren, 
bilden eine Reihe vem Index n.ng(n-^l)(jng-i-l). Da in diesem 
Falle die Gerade, welche die zwei gegebenen Puncte verbindet, 
als ein System zweier zusammenfallender Geraden betrachtet, 
ebenfaile eine Curve der Reihe darstellen kann, die eine belie- 
bige gegebene Gerade berührt, eo ist der Wert 2M der Zahl 
if' einer Reduction flihig. 

Um dieselbe za hestimroen, erinnern wir daran, dasz die 
Kegelschnitte, die dnreh zwei gegebene Pancte gehen, oder zwei 
gegebene Geraden berflhren, eine Reihe Tom Index 4 bilden, 
in welcher statt acht nnr vier wirkliche Kegelschnitte eidstieren, 
die eine dritte Gerade herfihren. Wenn die Gerade, welche 
die gegebenen Puncte verbindet, die beiden gegebenen Geraden 
in a nnd b schneidet, so ist der Abschnitt ab, als ein Kegel- 
schnitt, deszen eine Dimension Null wird, betrachtet, Tangente 
der gegebenen Geraden in a und b, nnd bleibt auch Tangente 
jeder beliebigen dritten Geraden. Sie repräsentiert daher als 
solche, vier zosammenfaUende Auflüsangen der Aufgabe: dnreh 
zwei gegebene Pnncte ehien Kegelschnitt an legen, der die 
beiden gegebenen nnd ^ne dritte Gerade berührt, fis Ist also 
natürlich zu schlleszen» dasz, wenn man an Stelle der beiden 
gegebenen Geraden zwei Curven der n-ten und iii-ten Ordnung 
hat, die Reduction der ZM 2if gleleh 4ii.ii| Ist, da n,ni die 
Zahl der Punctepaare ist, in denen die gegebenen Curven von 
der Geraden, welche durch die gegebenen Puncte geht, ge* 
schnitten wird. Suchen wir diese Behauptung zu beweisen. 
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KaOD ein Curvenoetz n-ter Ordnung im Allgemeinen ein 
Netz von ersten Polaren sein? Da ein Netz durch drei Curven 
bestimmt ist, so ist za eotscheiden, ob man, wenn drei Curven 
Alt ii-ter Ordnung und nicht zu demselben Büschel gehö- 

rig gegeben sind, drei Puncto a^, a^j nicht in gerader Linie, 
80 wie eine Curve (n + l)-ter Ordnung der Art bestimmen kann, 
dasz in Bezug auf die letzte Curve die Carven Äi, J^, Ag die 
ersten Polaren von sind. 

Die Fundamentalcurve und die drei Pole hängen von 
^(n -f l)(w-| 4) 4-6 Bedingungen ab; umgekebrt verlangt die 
Identität der gegebenen Curven Ai» Ä^, mit den Polaren von 
öl, «2, «3 die Erfüllung von ^n(n + 3) Bedingungen. Die Diflfe- 
renz zwischen ihnen, (n— 2)(fi-|-4), ist nur für n=:2 Null. Da- 
her ist, mit Ausnahme des Falles « = 2, den wir ira Folgenden 
speciell für sich behandeln werden, ein Curvennetz im Allge- 
meinen kein iNetz von ersten Polaren. 

Wir betrachten daher ein vollständig allgemeines Netz» das 
dttrcb drei Curven Ai, A%, 4s n-ter Ordnung bestimmt ia^ und 
es sei Aq eine andere Curve des Netzes der Art« dasz zwei 
beliebige der vier Curven Jo* Ag, A^ A^ nicht zu einem BOscbel 
geboren. Wir fixieren beliebig in der Ebene vier Puncto Oq, 
Ol* 0^ <b» denen niemals je drei in einer Cleraden liegen, 
und betrachten sie als den Curven A^ Au A%» A^ entsprechend. 
Man kann jetzt die Puncto der Ebene und die Curven des 
Netzes sich der Art entsprechen lassen, dasz man die Bedin- 
gung festsetzt, dasz Puncten in gerader Linie Curven eines 
Bflscbels entsprechen, welches daher auch der Punctreihe pro- 
jectlvisch Ist Betrachten wir zuerst eine Gerade, die zwei der 
gegebenen Puncte z. B. o^, verbinde^ so ist die ProjectivitSt 
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zwischen den Puncteri der Geraden OqUi und den Curven des 
Büschels ^o-^i durch die Bedingungen hestinuiit, dasz den Puo- 
cten Oq, Ol die Curven Aq, Ai , und dem genieinschaltlicheri 
Durchschnittspunct der Geraden «o^i , 0203 die den Büscheln 
AoAu A2Ä3 gemeinschaftliche Curve entspreche. Daraus folgt 
noch, dasz einem anderen Puncte der Geraden a^/ll eine voll- 
ständig individualisierte Curve des Büschels AqÄi entspricht 
uod umgekehrt. 

Man betrachte für eine Gerade R die Puncte, in denen 
dieselbe drei Seiten des Vierecks ^(,^1^2^ schneidet. Diesen 
drei Puncten entsprechen drei schon bestimmte Curven des 
Netzes, die demselben Büschel zugehüren und folglich entspricht 
einem beliebigen Puncte von H eine völlig individualisierte Curve 
desselben Büschels und umgekehrt. Die Curve A, die einem 
gegebenen Punct a entspricht, ündct man, indem man ihn als 
Durchschnittspunct zweier Geraden Ä, If betrachtet, die man 
der Einfachheit wegen durch zwei der gegebenen Puncte ziehen 
kann, und dann die Curve nimmt, welche den beiden Büscheln, 
die zu den Geraden gehören, gemeinschaftlich sind. 

Auf diese Art entspricht eiDem Puoeta m eine feste Carve 
A des Netzes, die oftmUcb, welche allen Blicelieln gemein ist, 
die zu Geraden, welche eich in u eelnieiden, gehören, und um- 
gekehrt entspricht einer Conre A des Netses ein TOllig indivi- 
dualisierter Punct a, nämlich der, welcher allen Geraden gemein 
ist, welche zu Büscheln gehören, die die Curve A enthalten. 

Alle Curven des Netses, die darch denselben Punct a ge- 
hen, bilden ein Büschel und entsprechen also den Puncten einer 
Geraden D, nnd umgekehrt, diese Gerade entbSlt die Pnncte, 
welche Curven des Netzes entsprechen, die durch feste 
Pnncte gehen, deren einer a Ist. Wir können also sagen, dasz 
einem beliebigen Puncte a eine feste Gerade D entspricht, der 
Ort der Pnncte, deren Curven A durch a gehen, dasz aber um- 
gekehrt einer beliebigen festen Geraden D nicht ein, sondern 
Puncte entsprechen, die die Basis des Büschels von Curven 
A bilden, welche den Puncten von B entsprechen. 

Einem Puncte der Ebene entsprechen also eine Curve des 
Netses und eine Gerade und umgekehrt einer Curve des Netzes 
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entspricht ein einziger bestimmter Piinct, aber einer Geraden 
Puncte. Aus dem Vorhergebenden ioigt nan: 

Lebrsats L Qeki dUe Cmve A eineM Pumeiea a äureh 
einen weiten Pimet ef, eo geht urngdsehrt die Gerade D 
PQfi a* durch a und Hee versa» 

Was ist der Ort der Puncte, die auf den enUprechendeo 
Gurven Ä, oder auch nach Lehrsatz I. auf den correspoodieren- 
den Geraden D liegen? Es sei M eine beliebige Transversale. 
Einem Puncte a derselben entspricht eine Curve A des Netzes 
die R in n Puneten a schneidet Nimmt man umgekehrt eioen 
PoDct a anfB, bo entsprechen die Curven A, die durch a geben, 
den Pnncten einer bestimmten Geraden D, die i2 in einem 
Puncte a ach neidet. Das heiszt, einem Puncte a entsprechen 
fl Puncte a, während einem Puncte a nur ein einziger Punct a 
entspricht. Es gibt folglich n-^l Pnncte a, deren jeder mit 
einem der entepreeiienden Pnncte a nneammenfölit, daher gilt: 

Lehrsatz 11. Der Ort eines Puncles, der auf der ent- 
sprechenden Curve A liegt, ist eine Curve K der (»+!)- 
ten Ordnung. 

Was iat die Einhüllende der Geraden Df deren jede einen 
der correspondlerenden Pnncte enthSit? Es sei i ein beliebiger 
Pnnet« dann haben die Geraden» die durch i geben, nacli Lehr- 
satz I« ihre entsprechenden Pnncte auf der i entsprechenden 
Curve Ay welche nach Lehrsatz IL die Curve K in n{n -§- 1) 
Puneten schneidet, und auf der die Gerade, welche einen die- 
ser Pnncte mit i verbinde! , einen ihrer entsprechenden Pnncte 
hat. Folglich gilt: 

Lehrsatz HL Die Einhüllende einer Geraden die 
durch einen der Puncte geht, die ihr enteprechenf ist 
eine Curve H der n{n-^\)'ten Ciasse. 

Der Punct i gehört der Curve H an, wenn zwei der Gera- 
den, welche t mit den Durchschnittspuncten der Curve und 
A, welche letztere f* entspricht, verbindet, zusammenfallen, das 
heiszt, wenn die letzte Curve K berührt. Daraus entsteht: 

Lehrsats IV. Die Curve H ist die Einhüllende der 
Oeraden D, die den Pimeten der Curve K entsprechen. 
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und gleichzeitig der Ort der Puncle, welche demjenigen 
Curven A entsprechen, die K berühreiu 

Sind die CorreD A die ersten Polaren ihrer entsprechenden 
Poncte in Besog auf eine Fandamentalcurve, so fallen die Gor- 
▼OD H und K*m\t letserer zusammen 

Aber auch in dem allgemeinsten Falle bestehen zum grösz- 
ten Teile die Eigenschaften, die in diesem Werke für ein 
System von ersten Polaren beniesen sind, und bleiben selbst 
bis auf den Beweis unverändert. Dies kommt vorzu£?sweise 
daher, dasz diese Eigenschaften und Beweise fast alle nicht 
sowot von dem polarischen Zusammenhange der Curven des 
Netzes mit einer Fundamentaicurve abhängen, als vielmehr von 
der linearischen Bestimmbarkeit derselben mittelst nur drei 
von ihnen. Man hat daher fär ein beliebiges geometrisches 
Curvennetz folgende allgemeine Sätze, die man mit Zuhilfe- 
nahme der Erklärung eines Netzes und des Lehrsatz 1. bewei- 
sen kann: 

0 

Lehrsatz V. Durchläuft ein Punct eine Curve Cm der 
m-ten Ordnung, so wird die entsprechende Gerade D von 
einer Curve L der m.n-ten Classe umhüllt, die auch der 
Ort eines Punctes ist, dem eine Curve Ä, die Cm be- 
rührt, entspricht. 

Hai Cm keine vielfachen Fmeie, so i»t die Oränmge»akl 
von L ifleiek m^m^^—Z); diese Zaki vermtmdert eieh 
um r<f wen» Cm einen r^aeken Punet mit e 
vueammenfaUenden Tangenten hat. 

Aus diesem kratze folgt, dasz die Zahl der Curven die 
zwei Curven Cm» Cm' berühren, gleich der Anzahl der Durch- 
schnittspuncte der beiden entsprechenden Curven L ist« deren 
Ordnungszahlen gefunden sind. 

Den Spitzen von Cm entspreehen Wendeponcte too £^ und 
da man so die Classe, die Ordnung und die Zahl der Wen- 
depnncte dieser Gurre kennt, so kann man mittelst der For- 
mdn Ton PlÜeker die Zahl der Uoppelpuncte, der Dopeltan- 



*) FQr den Fall nsrl gehe mra: PlÜeker^ S^tim der onafyiiteUH 
Geaimiritf 8. 78. 
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genteD und der Spitzen berechnen. Diese Zahlen nun laszeii 
erkennen, wie viele Corven A eine doppelte Berflhrung, und wie 
Tiele eine drelpunctige Berfihning mit der gegebenen Linie Cm 
eingeben (M. e. Nr. 103.). 

Lehrsatz VI. Der Ort eines Punctes p, deszen gerade 
Polaren in Bezug auf die Ctirven A eines Netzes durch 
denselben Ptinct o gehen, ist eine Curve der ^(n—l)-len 
Ordnung, die man nach Ar. 1)5. die Curve von Jacobi 
des Neties nennen kann, und die sich auch nach x\r. 00«. 
als Ort der Uerahrungspuncte zwischen den Curven des 
Netzes definieren läs^l, oder als Ort der Doppelpunle der' 
selben Curven* 

Lehrsatz TU. Der Ort der Pimete o, in denen sich 
die geraden foharen eine» und deaeMen Punetee p schnei- 
den in Bemg auf die (karven des Neitesf ist eine Curve 
der 3(11— Ordnung, die man Curve von Stei- 
ner des Neiaes nennt (Jf. jVr.^o.). 

Daher entspricht Jedem Puncte p der Curve Jacobis 
ein Punct o der Steiner sehen Curve und umgekehrt, 
und die Einhüllende der Geraden po, welche die gemein- 
schaflliche Tangente der Curven des Netzes in p ist, die 
durch diesen Punct gehen, ist eine Cuvre der '6nin—l)'ten 
Ctasse (Nr. m.). 

Lebrsati VIIL Der Ort eines Punetes a, dem eine 
Curve A mit einem Doppelpunet p entspricht, ist eine 
Curve S der 3(n — Ordnung. 

Die Curve Z fällt mit der Curve von Steiner msam- 
inen, wenn die Curven A die ersten Polaren der entspre- 
chenden Puncte a in Bezug auf ein und dieselbe Funda- 
mentatcurve sind. (ß. s. Nr.Sbd.). 

Die Gerade D, welche dem Pnnct p entsprich^ berflbrt nacb 
Nr. 118. in a die Curve 2, das heiszt; 

Lehrsatz X. Die Curve £ ist die Einhüllende der 
Geraden D, die den JPuncten der Curve von Jacobi ent' 
sprechen, 

Aas diesem Satze und Lehrsatz V. leitet man rasch die 
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ClaM der Cofve £ ab und auaierdem die übrigen Singulari- 
täten, und bieraas erschlieszt man augenblicklich die im Texte 
Nr. 1 19^121. gegebeoeo Formelo« dorcli welobe aasgedräckt wird: 

wie viel Curvenbüscbel sich in zwei verscbiedenen Puo- 
cten berühren, 

wie viel Büschel unter sich eioe dreipunctige Berührung 
eingehen, 

wie viel Curven mit zwei Doppelpancten« uod 

wie viel Gurven mit Spitzen io einem beliebigen geometri- 
schen Netie sich befinden. 

Bei dieser Aufgabe bemerke man, dasz die im Texte ge- 
gebenen Zahlen die Curve Jacobis ohne jeden vielfachen Punct 
vorauszusetzen. Die Veränderungen jedoch, welche diese Kesui- 
täte erleiden, wenn die Curvc Jacoöis «»elbst vielfache PuDcte 
besitzt, sind leicht nachzuweisen. 

Haben die Cmrven eines Netzes ä gemeinsebaftUche Pnncte 
mit verschiedenen Tangenten und weitere ä Pnncte gemein. In 
denen sie sich berfibren, so hat nach Nr. 96, 97. die Garve 
Jaeoöis in jenem ä Doppeipnncte und in diesem k dreifache 
Pnncte und in jedem der leisteren zwei Tangenten, die mit 
der jen Gurven des Netzes gemeinschafilichen Tangente zusam- 
menfallen. Daraus folgt, dasz diese Pnncte ^-^ik Durch- 
schnittspuncten der Gnrve Jaeabis mit ^ner beliebigen Gurve 
des Netzes gleich gelten, und die Glesse der Curve £ ist also 
nach Nr.US». gleich aii(ii— 1)— 2tf +3*. 

>Vir setzen jetzt voraus, dasz, abgesehen von den gemein- 
schaftlichen Puncten der Curven des Netzes, die CuT\e Jacoöis 
andere 6 Doppelpuncte und x Spitzen besitze. Dann wird nach 
Nr. 103. die Ordnung des Ortes der Puncte, deren Curven A 
entsprechen, welche die Gurve Jäcoöis berühren, gleich sein: 

3(fi — 1 ) (5n 6) — 2(rf + d) — 3x — 4*: 

Folglich ist die Zahl der Wendetangenten von £ nach Nr. llSdL 
gleich 

3(ji— l)(4ii - 6)— 2(rf -I- d) — 3k— 

und hieraus schlieszt man mittelst der Formeln Fiüeker* wei* 
ter auf die andern Singularitftten.derselbeD Gurve. 
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Haben die Curven des Netzes einen r-facben Punct ge- 
mein» eo let derselbe Tür die CuxveJacobis ein (3r— l>facher 
Ponct, wie man leicht mittelst der Betrachtungen der Nr. 96. 
beweisen Icann» er wird also die jCiasse der Curre 2 um r(3r — 1) 
Einheiten vermindern. Da ferner ein beliebiges Cnrvenbfiscbel 
des Netzes, ausser dem gegebenen Pancte nur 

3(«-l)«-~(r-l)(3r + l) 

Doppelpuncte suliszt (m. s. den Zssati su' Nr. 88.), so vermin- 
dert sieh naeb Nr* 88if. auch die Ordnung von £ in unserm 
Falle um (r— l)(3r--l) Einheiten. U. s. w„ n.s. w. 

Lehrsatz X. Schneidet eine Currc Cm die Curve Ja- 
CO bis in 3m(/i— I) Punclen p, so tcird die Curve Z in 
den Zm{n— I) entsprechenden Funden a nach Nr. 122. von 
dem Orte der Puncle berührt, deren Curven A die Cm 
berühren* 

U. s. w., u. s. w. 

Wir beschlieszen diese Bemerkungen, indem wir einige ganz 
specieile Beispiele geometrischer Netze betrachten, bei welchen 
die Bestimmung der Curve Jaeobie sehr leicht ist 

1. Die Curven des Netzes seien von der vierten Ordnung; 
und m5gen drei Doppelpuncte di, dz, d^ und drei einfache 
Puncte'#i, S%i 's gemein haben. Ist m ein Punct der Geraden 
if|ds« so stellen diese Gerade und die Curve der dritten Ord- 
nung» die in einen Doppelpunct hat und durch die Puncte 
m, dl, d^y Si, 92 f »z gebt, zosammen eine Curve des Netzes 
vor, die in m einen Doppelpunct hat. Ist m ferner ein Punct 
des Kegelschnittes <ifida<4'i'a> bildet ebenso dieser mit dem 
Kegelschnitt did^^^afn eine Curve des Netzes mit einem Dop- 
pelpunete in m. Folglich bilden die drei Seiten des Dreiecks 
did%d^ und die drei Kegelschnitte, die demselben Dreieck um- 
geschrieben und bezüglich durch je zwei Scheitel des zweiten 
Dreiecks titf^Sy bescbrietien sind, zusammen die Curve Ja co 
des Netzes. 

Die Curven des Netzes, die durch einen und denselben 
Punct a gehen, bilden ein Büschel, in welchem sechs Curven 
existieren, die einen Doppelpunct haben (aaszer den gegebenen 



Digitized by Google 



272 



JStuätBB und 



PlmctoD)« nflmlich drei Systeme ans einer Geraden und einer 
Corve dritter Ordnang nod drei Systeme aas zwei Kegelschnit- 
ten* Man kann nSmlicb die Gerade 4id^ mit der Corve dritter 
Ordnnng, die einen Doppelpnnct io bat und dureii a, di, 
#1» 's 8«^^« combinleren oder den Kegelecbnitt i^d^i^i^^ 
mit dem Kegelschnitt did^i^a, o. a. w. 

% Die Curven des Netzes seien von der fünften Ordnung 
und mu^en secbs Doppelpuncte di, d^t ä^* d^, d^, d^ gemein 
haben. Ist m ein Punct des Kegelschnitts did^d^d^d^^ so stellt 
dieser zusammen mit der Curve dritter Ordnung, die einen Dop- 
pelpunct in d^ hat und durch m, di, d^t d^» d^ d^ geht, eine 
Curve des Netzes mit einem Doppelpuncte in m dar. Die Curve 
Jacobis des Netzes ist daher das System der sechs Kegel- 
schnitte, die man durch die gegebenen Puncto d^, d^, d^, d^, d^ 
d« beschreiben kann» «venu man sie zu je ffinf und iunf com- 
biniert. 

Ein Büschel des Netzes enthalt sechs Curven mit einem 
Do|)[)elpuncte, deren jede das System eines Kegelschnitts und 
einer Curve dritter Ordnung ist. 

3. Die Curven des Netzes seien von der fünften Ordnung 
und mugen einen dreifachen Punct drei Doppelpuncte di , d^, 
d^ und drei einfache Puncte geraein haben. Ist m 

ein Punct der (Geraden tdi, und man combiniert sie mit der 
Curve vierter Ordnung, welche die Doppelpuncte rfj» ^3 
und durch die Puncte »i, di, ^2» *8 g^^t; oder ist /« ein 
Punct des Kegelschnittes (did2d^Si, und man combiniert diesen 
mit der Curve dritter Ordnung, die durch d^, d^, m, s^^ 
und zweimal durch t geht; oder ist endlich m ein Punct der 
Curve dritter Ordnung, die einen Doppelpunct in t hat und 
durch dit d^y d^, #| , s^y ^3 geht, und man combiniert sie mit 
dem Kegelschnitt tdid^d^m; so erhält man in jedem dieser drei 
Fälle eine Curve tles Netzes mit einem Doppelpuncte in m. 
Folglich bilden die drei Geraden /(rfj, d.i, d^), die drei Kegel- 
schnitte td^d^d^isi, 8.2, s^) und die Curve dritter Ordnung, die 
durch d<i, d^, *2» *3 S^ht und einen dreifachen Punct in 
i hat, zusammen die Curve von Jacobi des Netzes. 

Ein Bdschel des Netzes enthält sieben Curven mit einem 
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Doppelpiincte, nnnilicb drei Systeme aus einer Geraden und 
einer Curve vierter Ordnung und vier Systeme aus eioem Ke* * 
gelschDitt und ciocr Curve dritter Ordoung. 

4. Die Curven des Netzes seien von der n-ten Ordnunc^ 
und haben einen (« — J)-fachen Punct o und 2(» — 1) einfache 
Puncte 82, , *2(n-i) geniein*). Ist m ein Punet der Gera- 
den 0*1, und niaü coinbiniert diese Gerade mit der Curve («— l)-ter 
Ordnung, die in o einen (n — 2)-fachen l*unct hat und durch m, 

*8» > <y'2(n-i) ??eht, oder wenn ni ein Punet der Curve Ch—\ 
der (» — l)-ten Ordnung ist, die einmal durch s^, *2> — •» *2(n-i) 
und (n — 2)-mal durch o geht, und man diese Curve mit der 
Geraden mo conibiniert, in jedem dieser Fälle erhält man eine 
Curve des Netzes mit einem Doppelpuncte in m. Die 2(n — 1) 
Geraden o(*,, d die Curve Cn—i bilden daher 

gemeinscbaftlicb die Curve von Jacobi für das Netz. 

Betrachtet man dae CurvenbOschel des Netzes, da« durch 
einen weiteren beliebigen Ponct Sq gehen nioai, so ierfilHty 
wenn eine Corve dieses BSschels einen Uoppelpunct ansser 
dem (fi--l)-fachen Puncte 0 hat, diese notbwendigerweise in 
eine Gerade und in eine Curve (fi— ])-ter Ordnung. Und wirk- 
lich» verbindet man die Carve JP* der («— ])-ten Ordnung, die 
(11— 2)-mal durch 0 und auszerdem darch die Puncte #«, #|, 

.#9>****» mit Ausnahme des einen #r geht, mit der Gera- 
den, die diesen ausgelaszenen Punet mit 0 verbindet, so hat 
man offenbar eine Curve des BOschels, welche auszer in o im 
Durchschnittspuncte der Curve K!" mit der Geraden 08r einen 
Uoppelpunct hat. Auf diese Weise erhalten wir 2fi — 1 Curven 
des Büschels, die einen Doppelpunct haben, und diose 2n — 1 
Doppelpuncte zusammen mit dem (n — l)-facben Punet 0, der für 

, (« — !2X3ii— 2) Doppelpuncte gilt (ro. s. den Zusatz zu Nr. 88), 
geben geoaa die Doppelpuncte des Bfischelsw U.s« 

w., n. s. w. 



*) Cremonn, SuUe trasformtuimi gecm^rkhe delle ßgure pieate 
morie deir Accademia di Bologna,, serie 2^, tomo 2°, Bologna 1863). — 
Jonquiires , De la (rans/ormation g€om€trique des ßgurea planet. (Nouvelle 
Annales de math^matiqnes, 2e s^rie, tom. 3^, Paris 1864).— Jonquier€$t 
Du contact des courbes pkme* etc (ibidem). ' 

Crememm, Mieme Otnem, 18 
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Velier Hetze von Kecelflcliiiitten. 

1. Es ist ein Netz Kegelschnitte gegeben, man betrachtet 
dasselbe als ein Nets erster Polaren einer unbekaooten Curve 
dritter Ordnung und soll dann die Pole bestimmeD. 

Es seien Ai, A2, At drei Kegelschnitte des Netzes» die oidit 
demselben Büschel angehören. Die beiden ersten seien zwei 
Paar Gerade, die sieb beiüglich in Oi und 0^ schneiden, der 
dritte gebe durch Oi und 02- Es sei ferner der dritte Din* 
gonalpunct des durch die vier Dorclischnittspuncte von Ai und 
A2 gebildeten Vierecks» und Oi, a^» (h seien die nnbekannten^ 
Pole der drei gegebenen Kegelschnitte. Da die gerade Polare 
▼on 02 in Bezog auf Ai mit der geraden Polare von Oi in Be- 
zug auf Ja zusammenfallen ihnsz« so ist diese Gerade jeden* 
falls O1O2, und folglich liegen a| und 02 bezäglich in o^^a und 
O3O1. Die Polare von dg in Bezug b\i( A^ musz gleiclizeitig die 
Polare von in Bezog auf Ai sein, das beiszt, sie musz durch 
0, gehen, so dasz Oi auf der Tangente von A^ in Oi liegt. Dem 
analog liegt auf der Tangente von A^ In o^. Nachdem die 
Puncto Ol, Ha eenstruiert sind, seien OiOi, 0^0% die respectiven 
Polaren in Bezog auf A^. Diese Geraden sind dann auch die 
Polaren von in Bezug auf Ai und A^ and folglich ist Os der 
Ptinct, in welchem der zu OiOi in Bezug auf die beiden Gera^ 
den Ai harmonisch conjugierte Stral, den zu OgOa *° Bezug aof 
die beiden Geraden A^ harmonisch coojugierten Stral schneidet 

Nachdem so die Pole der drei Kegelschnitte Ai, A^, A^ 
gefunden sind, so ist der Pol eines andern Kegelschnittes A 
des INetzes der Pol in Bezug auf A^ der geraden Polare von 
Og in Bezug auf A. 

Auf folgende Welse findet man ferner die Dorehscfanitts- 
poocte der Fundamentaiennre dritter Ordnung mit einer belie- 
bigen Transversale Ji Ist s ein Punct von M, so sehneidet 
seine cenisebe Polare B in zwei pQncten y. Umgekehrt ist, 
wenn doreh itfnen aof M beliebig angenommenen Ponet jr Sm 
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conische Polare eines Punctes von H geht, der Pol x der 
Durchschnitt von E mit der geraden Polare von y. Die Puncto 
y bilden daher eine quadratische Itivolution, die der einfachen " 
Punctreihe der Puncte x projectivisch ist. Die drei gemein* 
«chaftiichen Puncte der zwei Reiben t»ind die Puocte von 
welche auf ihren respectiveii conischen Polaren liegea« dtm 
heiszt, sie sind Puncte der Fuodamentalcarve. 

2. Wir gelangen jetzt zu speciellen Fällen. Wir nehmen ^ 
zuerst an, in dem Netze beGnde sich ein Kegelschnitt^, der 
aus einer zweimal genommenen Geraden Ä besteht. Jeder 
Puuct .dieser Geraden i.st Pol eines Kegelschnittes mit einem 
Doppelpuncte, auszerdein liilden aber die Polarkegelschnitte der 
Puncte einer Geraden ein liüschel, es gibt daher in dem Netze 
ein Büschel, deszen Kegelschnitte sämrotiich einen Doppelpunct 
haben. Ein solches Büschel ist aber notwendigerweise ein 
Büschel von Geradenpaaren in Involution, deszen Doppelstralen, 
jeder doppelt gezählt, zwei neue Kegelschnitte P^, des Netzes 
bilden. Da nun jeder Punct von B der Pol einer conischen 
Polare ist, die aus zwei sich im Puncte P'Q schneidenden 
Geraden besteht, so ist umgekehrt dieser Punct der Pol des 
Kegelschnittes JT^. Daraus folgt nach Nr. 79., dasz PQR ein 
Dreiseit ist, von dem jede Seite, doppelt gezählt, die conische 
Polare des Gegenscheitels ist. 

Diese drei Kegelschnitte F*, (p, genügen in Folge ihrer 
Specialnetor nicht, um das ganse System der Pole so indivi- 
dnallsiereny das heisst, die Aufgabe, die Fondamentalcnrve zu 
bestimmen, ist unbestimmt Dieselbe wird bestimmt, wenn 
miD fiir einen- wiriclichen Kegelschnitt des Nettee einen belie- 
bigen Punct, der aber nicht auf den Geraden P, Q, M liegt, als 
Pol annimmt*). 

Der Kegelschnitt des Netzes, der durch zwei gegebene 
Puncte 0, a* geht, bestimmt sich durch die Methode der Nr. 77«. 



*) Sind nftmlidk drei Kegelschnitte A, jB, C gegeben, die dn und dem- 
selben Dreieck eoidvgiert smd, und sind, wenn a dn beliebiger Firoct ist, 
b nnd e di^enigen Ptancte, deren Polaren iii Being auf A beiliglidi die Po- 
Isrcn von a in Being snf B nad C sbd, so seigt sich leicht, dass die Po- 
Isn von 5 te Besag anf C die Man ?on c in Besog auf S iet. 

18* 
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Oer Kegelschrtitt des Büschels {P^, Q^), der darch 0 geht, ist 
mi Paar Gerade, die mit P, Q ein harmonisches System bil- 
dea; analog ist der Kegelschnitt des Büschels (i^, der 
ebenfalU durch O geht, ein Geradenpaar, das mit P, R ein har- 
mooisclies System bildet. Diese beiden Kegelschnitte bestimmen 
durch ihre geroeinscharttichen Durchschnittspuncte ein vollstän- 
diges Viereck, dessen Diagonaldreieclc PQR ist Der {gesuchte 
Kegelschnitt ist nun derjenige, ivelcher durch die Scheitel 
, dieses Vierecks und durch o' geht. FQr ihn ist also PQR ein 
conjugiertes Dreieck. Alle Kegelschnitte des Metzes sind folg« 
lieb demaelben Dreieck conjogiert. 

Die Curve von Hesse ist in diesem Falle durch die drei 
Geraden P, Q, R gebildet und es ist folglich nach Nr. 145. dia 
Fuudamentalcurve dritter Ordnung äquianharmoniscb. 

Aus dem Vorhergehenden folgt offenbar^ dasz ea ia daat 
Netae keioen vierten Kegelschnitt geben kann, der aus einem 
Paar aasammeofallender Geraden besteht. Jede Gerade nämlich» 
die sweimal getiommen eine coniscbe Polare bildet, ist notwan« 
digerwelae ein Teil der Curve von Hesse, und diese kann, 
da sie von der dritten Ordnung ist» nicht mehr ala drei Gerade 
enthalten. 

2. Wir haben eben geaehen, daas« die Extstena eines 
Kegelschnitts R^ (eine doppelt genommene Gerade) vorausge* 
setzt, es nutig ist, damit die Kegelschnitte des Netzes ein 
System von Polaren bilden, dasz die Puncto der Geraden R 
Pole von Kegelschnitten sind, die aus Geradenpaaren in Involu- 
tion bestehen. Hat diese Involution zwei von einander und von 
R verschiedene Doppelstralen P, Q, so haben wir den vorher« 
gebenden Fall der Nr. 2. Wir nehmen also jetzt an, die bei- 
den Doppelstralen fielen zusammen, das heiszt, alle Geraden- 
paare bfttten einen gemeinschaftliche Gerade P. In diesem Falle 
fallen von den drei Seiten des Dreiecks PQR zwei P, Q zusam- 
men (oder die Curve von Hesse besteht aus der Geraden P 
zweimal genommen und aus der Geraden R), Die Puncto von 
P sind daher Pole von Kegelschnitten, die aus Geradenpaaren 
bestehen, die mit P und R harmonisch conjugiert sind. Die 
Puncte von R dagegen sind Pole von Kegelschnitten, die aus 
einer festen Geraden P und einer beweglichen Geraden zuaam 




V 



Digitized by Google 



[U'J weiUre Ausjulirwigtu. 277 

roei)gesetzt sind, die sich um einen festen Punct o von P dreht 
Der Punct PR, der beiden GeradcMi angehört, wird dann der 
Pol des Kegelschnitts soin, und der Punct o, der lür die 
conischen Polaren von R ein JDoppelpunet ist, bat zur cooischen 
Polare Ä*. 

£8 folgt weiter, dam alle Kegetecbnitte des Netzes P im 
Pallete PR l»erilhren, und da«s io Besag aaf diese 0 der Pol 
der Geraden R ist. Cnd da der Ponct PR die conisebe Polare 
I* hat, so bat die Fandaroentaitfarve dritter Ordnoog in dem- 
selben Pancte eine Spitze mit der Tangente P, Die Gerade R 
aber, die Im vorbergebenden allgemeinem Falle drei Wende- 
punete der Cnrve enthielt, Terbindet im gegenwärtigen Falle 
die Spitze der Carre mit ihrem einzigen Wendepnncte. Die 
eoniscbe Polare de« Wendeponetes ist aas der Geraden P und 
der Weodetangente zusammengesetzt, and der Pnnct o ist da- 
her der Dorcbsebnittspnnct der Tangenten im Wende* and 
Rffckkehrpnnete. * 

Man gelangt zu dem eben betrachteten Fall auch, indem 
man annimmt, dasz im allgemeineren Falle der Nr. 2. einer der 
Üoppelstralen der Involution der Geradenpaare^ welche die co- 
nischen Polaren der Puncte von R bilden, mit dieser Geraden 
R selbst zusammenfällt. In Summa besteht also der Charakter 
unseres Falles darin, dasz zwei Seiten des den Kegelschnitten 
des Netzes conjugierten Dreiecks auleinauder fallen. 

4. Es kann der noch speciellere Fall eintreten, dass die 
Geraden P, Q, R alle in eine einzige Gerade P zusammen- 
fallen* Dann ist jeder Punct von P der Pol eines Kegelschnit- 
tes, der ans der Geraden P selbst und einer zweiten variablen 
Geraden zusammengesetzt ist, welche sich um einen festen 
Ponct 0 von P dreht, und 0 ist der Pol des Kegelschnittes 
P^. Alle Puncte von P gehören daher der Fundamentaicurve 
dritter Ordnung an, die folglich aus der Geraden P und einem 
Kegelschnitt zusammengesetzt ist, der P in o berührt. Alle 
Kegelschnitte des Netzes haben In 0 eine dreipunetige Berfib« 
rang mit der gemeinscbaftlicben Tangente P, 

Naturlich ist in diesem Falle die Curve von Hesse die 
Gerade P dreimal genommen. 
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ft. Dia TOrfiergeh enden Betrachtungen zeigen, dasz, vrena 
das NeU einen Kegelschnitt enthalt, oder zwei Kegelschnitte 
F*, iP, es, damit es eine Fundamentaicurve gibt, notvrendig ist, 
da«z «ich die Kegelschnitte des Netzes als einem Dreieck con- 
jagiert ansehen laszen, von dem alle drei oder nur zwei Seiten 
znsaromenfalien , das heiszt, es ist im ersten Falle notig, dasz 
alle Kegelschnitte des Netzes anter sich eine dreipunctige Be- 
rfibruDg mit der gemeinschaftlichen Tangente P eingehen^ und 
Im xweifen Falle, dasz die Kegelschnitte des Netzes eine der 
Garaden P, R in dem Durchschnittspuncte derselben berühren, 
and in Bezug auf die zweite einen festen Pol haben*). Wenn 
aber das Netz ein oder zwei Kegelschnitte enthält, die aus 
einem Paar zusammenfallender Geraden bestehen, und die obi- 
gen Bedingungen sind nicht erfüllt, so bilden die Kegelschnitte 
kein System erster Polaren. So bestimmen z. ß. zwei Kegel- 
schnitte, in Bezug auf die zwei Puncte fl, b einer Geraden P 
Gonjugiert sind, und der Kegelschnitt P^ ein Netz, das keine 
Fundamentaicurve zuläszt. Die Curve von Hesse ist in diesem 
Falle aus der Geraden P und eioem Kegelschnitt zusammen- 
gesetzt, der durch a und b geht. 



6. Haben die Kegelschnitte des Netzes einen, zwei oder 
drei Puncte gemein, und existiert in den beiden ersten Fällen 
kein Kegelschnitt so gibt es eine Fundamentaicurve, die 
ein, zwei oder drei Doppelpuncte besitzt, das heiszt, sie ist im 
zweiten Falle das System einer Geraden und eines Kegel- 
scbnittesi» im dritten das System dreier Graden. 

Wenn aber die Kegelaehaitte dea Netzes steh in einem 
Pnnete berfibren, und In einem aweiten iPnnete achneiden, ae 
Ist die Oerade, welcbe die beiden Pancte verbindet, aweimal 
genommen» ein Kegelschnitt dea Netsea. In dfeaem Falle wirde 
es alao keine Fundamentalcarve dritter Ordnung geben. 

7. Alles in Allem schlieszen wir also, dasz die Aufgabe: 
„Gegeben ein Neu KegeiscAniiie, man soll eine Fundamental' 



*) Die zweite Bedingung ist eine Folgerung aus der ersten, wenn man 
das Netz sich durch die Kegelschnitte P*, 72* und einen dritten Kegelschnitt 
bestimmt denkt, der P oder R im Puncte PR berabrt. 
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curve dfiUer Ordnung finden, in Bezug auf weiche die Kegel- 

schnitte die Polaren der Puncte der Ebene sind**, eine, und 

zwar eine einzige Auflösung zuläszt, sobald das Netz kein 

Paar zusammenfallende Gerade enthält. Gibt es drei solche 

Paare, so gibt es eine unbegrenzte Zahl von Auflösungen. Gibt 

es dagegen ein einziges Paar oder zwei zusammenfallende Ge- 

radenpaare, so ist das Problem entweder uomugUch oder untie- 

etimmt. 
• 

lo den Fällen aber> in denen es oneodlieh Tiele LOsnngen 
gibt, wird die Aufgabe bestimmt, wenn man fOr einen Kegel- 
scbnitt des Nettes« der niebt ans einem Paar snsammenfallen- 
der Geraden bestebt, beliebig den Pol bestimmt 



IJelier BeUtea von Keyelsolmltien. 

8cbon In Nr. IHM.*) haben wir bemerk^ dasa bei An- 
weadnng des allgemeinen Tbeorems in Nr. 8S. aar Bestimmung 
der Kegelscbnltte einer Reibe vom Index fi« welche eine ge- 
gebene Gerade berfihren« die resultierende ZabI 2fft nicht blos 
die vdrkHeken Kegelschnitte nmfaszt» die die Aafgabe lösen, 
sondern anch Systeme iron susammenfallenden Geraden. In der 
That schneidet ein beliebiger Kegelschnitt der Reihe die gege- 
bene Gerade in xwei Pnncten; fallen diese snsamnpen, so iQst 
der Kegelschnitt die Aufgabe. Diese beiden Puncte kennen 
nun aber nicht blos dann snsammenfallen, wenn wir einen wirk« 
' Uchea Kegelschnitt haben, der die gegebene Gerade berfibrtj 
sondern auch wenn in der Reihe ein Kegelschnitt existiert, der 
ans dem S3rsteme sweier Puncto besteht, da in letzterem Falle 
der Kegelschnitt als Ort betrachtet eine einfache Gerade ist, 
die aber iweimal geifthlt ist, und folglich die beiden Durch- 
schnittspuncte mit der gegebenen Geraden In einen Punct sn- 
sammenfallen. 

*) Man sehe auch das Giormle di MatmaUcke di Napoii: tomo 1^*' 
1863, p. 225} tomo 2«., 1864, p. 17 und 192. 
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Man sieht nun leicht, dasz dergleicb«D Ausnahmekegei« 
schnitte nicht blos in SpedalfiillM eziatieren» sondern auch in 
allgemeineDt 'wnil« wenn eineCnrve sweiter Ciarae sich in zwei 
Pancte auflusen soll, roan nur einer Bedingong genüge zn 
leisten braocht Eine Reihe von Kef^elschnitten enthSlt daher 
im Allgemeinen eine bestimmte Ansah! von Systemen zweier 
sQsammenfaltencier Geraden« 

Es sei nun p die Zahl solcher Systeme, oder wenfgstens 
die Zahl der Lüsungen, die durch diese Systeme für die Auf- 
gabe, eine Gerade zu berühren, sich ergeben, so ist die Zahl v 
der wirlclicben Kegelschnitte, welche die Aufgabe lösen» gleich 
v = 2ft — p. Die Zahl jr hängt von der Natur der vier gemein- 
schaftlichen Bedingungen ab, denen die Kegelschnitte der 
Reihe unterworfen sind, und kann für yerscbiedene Reiben 
auch verschiedene Werte haben, selbst wenn sie dieselben lo- 
diees haben. (Z.B. bilden sowol die einem Dreieck eingesehrie- 
hanen und eine vierte Gerade berührenden Kegelschnitte, als 
die einem VIerseit eingeschriebenen eine Reihe vom Index 2, 
aber im ersten Falle istji sO, im ^weiten |rss3). Die Zahlen 
and p, von denen v Function ist, sind von einander unab- 
bingig und beide zur genauen Erklärung der Reihe notwendig, 
die man daher nicht mit dem einfachen Index (i bezeichnen 
darf, sondern mit den beiden Zahlen f», p, sobald man bei der 
Bestimmung der Kegelschnitte, welche einer fänden gegebenen 
Bedingung genügen, diejenigen Lösungen ausscblieszen will^ die 
den Systemen zweier zusammenfallender Geraden entsprechen. 

Reciprok: Eine Reihe Kegelschnitte enthält im Alfgemei- 
nen eine bestimmte Zahl von Paaren nicht zusammenfallender 
Geraden. Ein beliebiger K^elschnitt der Reihe wird von zwei 
Geraden berührt, die von einem gegebenen Puncto ausgehen. 
Fallen diese beiden Geraden znsaiiimen, so schlieszt man, dasz 
der Kegelschnitt durch den gegebenen Punct geht. Aber dieses 
Zusammenfallen hat auch Statt, welches auch der gegebene 
Punct sei, wenn der Kegelschnitt ein. Paar in einem Puncto 
sich kreuzender Geraden Ist. Ist daher v die Zahl der Kegel- 
schnitte der Reihe, welche eine gegebene Gerade berühren« 
lind g die Zahl der Kegelschnitte, die einen Doppelpuuct haben, 
(Zahlen, mittelst deren man die Reihe definieren kann), so ist 



Digitized by Google 



[HL] 



vetler« Ataßäuungmu 



281 



die Zahl fi der wlffclicbeii Kegelschnitte der Reihe, die darch 
einen gegelken Pooct gehen, gleieh fftssSv-f*^* 

Von den Zahlen fi, v, q können, da sie unter sich 
durch zwei lineare Gleichungen verbunden sind, zwei beliebige 
als unabhänge Charakteristiken dienen, um die Reihe zu be- 
zeichnen. Es ist natürlich, zwei Charakteristiken zu wählen, 
die sich correlativ entsprechen, wie und v. So hat Chasles*) 
gethan, der zuerst gezeigt hat, dasz zur Definition einer Reihe x 
nicht ein einziger Index genügt, sondern zwei unabhängige 
Variable nütig sii^d. ^un geben die obigen Gleichuugeo 

und lassen so erkennen, wieviel Punctpaare und wieviel Gera- 
denpaare, das beiszt, wieviel Kegelschnitte mit Doppeltangenten 
und wieviel Kegelschnitte mit einem Doppelpnnct in einer Reihe 
existieren, deren Charaliteristilcen and v sind. 

Gemäss dem in Nr. III Mr. schon hewiesenen Satze hat man 

für einen Kegelschnitt, 



der durch 4 Puncte gebt 


0 




vs:2; 


»> $t ^ »> 


9» 


und 1 Gerade herührt 




V « 4; 


»» f» ^ n 


9* 


ff 2 „ 


fi = 4, 


V 5=5 4; 


t» ff 1 »» 


9f 


>» ^ ff ff- 


** = 4, 


v = 2; 






der 4 „ 


** = 2, 


v = l. 



Sind die vier Bedingungen von anderer Natur, so dienen die 
sahireichen and snm grOssten Teile neuen Theoreme die Chat' 
ies neuerlich ausgesprochen hat, und die eine ausgebreitete 
und sehr wichtige Theorie der Kegelschnitte bilden > zu der 
fiestimmung der CharakteristilEen**). Wir werden hier einige 
Beispiele geben: 

Lehrsatz I. Der Ort der Pole einer Geraden in Bezug 
auf die Kegelschnitte der Beiäe i^, v) ist eine Cwrve der 
V'ten Ordt^MH* 



*) CoDptot readof, 15. Unkat 1864. 

**) Comptea rendw, 15. fivrier, 7. man, S7. join, 4» et 18. jnillet, l«r 
et S8. «oet. 1864. 
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Denn doi dlejwiigeii Pirfe liegen auf der Gerndea« nMb% 
Kegelschnitten entiprecbeni die dieeelbe Gerede berfibren; diese 
triii also den Orl^ In so viel Pnneten, als es KqseUcbnltt^ 
gib^ die sie berflbren. 

^ Lehrsatz II. (Correlat zu I.) Die Polaren eines gege- 
benen Punctes in Bezug auf die KegelachniUe der Reihe 
((i, v) umhüllen eine Cwrve der ^»ten Classe» 

Lehrsata III. Der Ori eine» Bmetee, deeun Bolare 
in Bemg auf einen KegeleeknUi der Reike 0», v) mit der 
ff er aden Polare deeeelben Panctee in Beutg auf eine Curve 
K m-ter Ordnung muammenfälU, die einen r-fiachen Punet 
o mU 9 in eine Gerade R mieammenfailenden Tangenten 
hat, iet eine Curve der [fiCm— thdmmg mit 
fi(r— 1) durch o gehenden Zweigen, von weichen M'«-!) 
die Gerade Jt berühren. Letztere hat in a mit dem Orte 
pL,r gemetnechaftUehe Punete. 

Es sei L eine beliebige Transversale und a ein beliebiger 
Punct von L. Die gerade Polare von a in Bezug auf K hat 
dann ihre Pole in Bezug auf die Kegelschnitte der Reihe nach 
Lehrsatz I. auf einer Curve v-fer Ordnung liegen, die L in v 
Puncten a' schneidet. Nimmt man umgekehrt beliebig auf L 
den Punct a'y so bilden nach Lehrsatz II. die geraden Polaren 
von af in Bezug auf die Kegelschnitte der Reihe eine Curve 
der fi-ten Classe die fi(m — 1) gemeinschaftliche Tangenten mit 
der Curve (m — 'l)-ter Classe hat, der Einhüllenden der geraden 
Polaren der Puncte von L in Bezug auf (Nr. 81a.). Diese 
Tangenten bestimmen auf L ebenso viele Puncte a, und da a 
ein Punct des Ortes ist, sobald er mit einem der entsprechen- 
den Puncte a' zusammenßiU^ so enthält L y^m^\)'\-v Puncte 
des gesnehten Ortes. 

Gehf L dnrcb ae amhfillen nach Nr. 81 die geraden 
Polaren Ihrer Puncto In Bezug auf JT eine Cnrre der («— r)- 
ten Classe. Der Punct 0 ist also der Ort flir ft(r->l) Durch- 
eehnittspuncte» das heisst» durch o gehen fi(r-*l) Zweige des 
Ortes. Die Tangenten an diese f«(r— I) Zweige sind olienbar 
die barmonischen Azen desBlIscbels der ir Tangenten veolT'in 
Besag auf die ft Geraden, welche In o die Kegelschnitte der 
Reihe berflhreUf die durc|i diesen Punet geben. Daraus folgt 
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nach Nr. 19., dasz, wenn eine Gerade R 8 Zweige von K be- 
rührt, sie auch — J) Zweige des Ortes berührt 

Miomit man nun an Slolle der beKebigen Transvemle L die 
Gerade R aa, die # Zweige voa K berlHirt, so werden die gera- 
den Polaren in Bezug auf K der Paocte ?on L von einer Curve 
der [i9i—-(r-|-I)]-ten Ciasee umhüllt, das helezt, o stellt in die- 
eem Falte f».r Durchscbnittspuncte iron L und dem Orte vor. 
Dieser Ort bat daber m|>(flir- O-ht^l—fiCrCr—l) •!-•-]] Durchs 
scbnittspuocte mit der Carve K ausser o* Diese Zahl Icann 
aueb so ausgedrflciLt werden: |tii-|-Miif wenn nur n die Glasse 
von K ist* Daraus folgert man: 

Lehrsata IV, /n einer Reihe {yk, v) gibt es ^nfm 
KäfeMiitätie, He Me gegebmiß Cume m*Mr iMmuiff und 
n'ter dasse berUkren, ' 

Lehrsatz V. Der Ort der Durchschnittspuncte der 
gemeinschaftlichen Tangenten einer Curve K der n-ten 
Classe und der Kegelschmtte einer Reihe v) ist von 
der Ordnung (2» — l)vr 

Eine beliebige Tangente von R liertthrt nSmIieb v Kegel- 
selHiitte der Reibe, und wird von andern (2;t-<l)v1Kesen Ke* 
gelaebMtten md K gemeinschaMieben Tangenten In (2ii— l)v 
Pnneten geschnitten, die dein Orte angeboren. 

Lehrsatz Vi. (Correlat zu V.) Die gemeinschaftlichen 
Sehnen einer Curve tn-ter Ordnung und der Kegelschmtte 
einer Reihe (f», v) werden van einer Curve der (2m— 
ien Ciasee vmküiit. 

Lehrsatz VII. Der Ort der Rerührungspuncte der 
Tangentent die von einem gegebenen Puncte o an die Ke» 
gelschnitte einer Reihe (u, v) gesogen sind, ist eine Curve 
der (fi i- v)'ten Ordnung, die ^^mal durch o geht» ' 

Dieser Lebisats ist so unmittelbar Iclar« dasz er keines Be- 
weises bedarf. Sein Correlat ist: 

Lehrsatz VIII. Die Tangenten der Kegelschnitte einer 
Reihe (ft, v) in den Puncten, wo diese von einer gegebenen 
Geraden geschnitten werden, werden von einer Curve 
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(fi 4- v)-ier Ciasse umhiUUf die die gegebene Gerade in v 
Funeten berührt. 

Diese Cum hat «(fft^v) gemeiiwchaflllehe Tafigeiit«ii mit 
•Iner GaVve der »-teil Claese, fotglieli entstellt: 

Lehrsatz IX. Die Berührungspuncte der Kegelschnitte 
einer Reihe (ju, v) mit den gemeinschaftlichen Tangenten, 
die sie mit einer Curve n-ter Classe haben. Hegen auf 
einer Curve der »(fi f vyten Ordnung. 

Uod hiervon das Gorrelat: 

Lehrsatz X. Die Tangenten an die KegeieehnUie ei- 
ner Reihe v) in den Puneten, wo diese von einer Curve 
m-ier Ordnung geeckniiien werden, umhiUien eine, Curve 
der m(fft-f v)-/«n Claeee. 

Lehrsatz XI. Die Zahl der Kegelschnitte einer Reihe 
((i, v), die einen gegebenen Abschnitt ah harmonisch teilen, 
ist jtt, und die Zahl der Kegelschnitte derselben Reihe, 
ftir tc eiche %wei gegebene Gerade A, B conjugiert sind, 
ist V, 

Ueno tlie Polaren Ton a werden nach Lehrsatz iL von 
einer Cnrve ii-ter Classe umhQllt» die ^ In d sieh sehneidende 
Tangenten hat* und die Pole too A liegen naeh Lehrsats L auf 
einer Gunre v^ter Ordnung, die v Puncto auf B bat 

Ebenso lässt sieb sehr leicht beweisen: 

Lehrsatz XU. Zieht man von Jedem Puncte a einer 
Geraden L Gerade nach den Polen einer Geraden D in 
Be%ug auf die Kegelschnitte einer Reihe {n, v), die durch a 
gehen, eo werden diese Oeraden von einer Curve (^-|-2v)- 
ter Classe umküUt, welche i'vmal L berührt. 

Daraus folgt: 

Wenn man von einem gegebenen Puncte Gerade nach 
den Polen einer festen Geraden in Bezug auf die Kegel- 
schnitte einer Reihe (ft, v) zieht, so liegen die Durchschnitts- 
puncte dieser Geraden mit den Kegelschnitten auf einer 
Curve i^i i 'lv)-ter Ordnung, 
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Lehrsatz X\\\. Legt man durch die Pole p einer Qe- 
raden D in Bezug auf die Kegelschnitte einer Reihe (|it, v) 
conjugierte Geradenpaare pii, pa' in der Art, dasz pa durch 
einen festen Punct o geht, so umhüllt die Gerade pa' eine 
Curve der (fi -f- v)'ien Clause, für welche D eine V'fache 
Tangente ist, 

D berfiiirt v KegeUchnitte der Reihe, nimtnt man niin einen 
BerSbrungspunct el« Pnnct an, und siebt die Grade p(i, se 
eo Ist diese so D conjugiert, und D stellt daher v Taogeqten ror. 

Es sei nun t ein beliebiger Punct« und man ziehe durch 
ihn eine beliebige Gerade ta^, diejD in ag schneidet. Dann ent- 
halt nach Lehrsatz I. v Pule von D, und verbindet man diese 
mit Ot so schneiden die zu den Verbindungsgeraden conjugierten 
Geraden D in v Puncten a'; das beiszt, dem Puncte ent- 
sprechen v Puncfe a'. Nimmt man umgekehrt den Punct be- 
liebig auf D an, so umhüllen seine Polaren eine Curve der 
|Li*ten Classe (nach Lehrsatz ll.)f und es gehen also ft Polaren 
durch 0, Die Geraden, die man durch die Pole von D in Bezug 
auf die ft entsprechenden Kegelschnitte nach t zieht, schneiden 
in fi Puncten a|. Es gibt also yk-^v Gerade deren jede 
mit einer der entsprechenden la' susammenßitlt^ folglich u. s. w. 

Lehrsatz XIV. Zieht man durch jeden Punct a einer 
Geraden D Gerade nach den Polen einer andern Geraden 
D' in Bezug auf die Kegelschnitte einen Reihe v), die 
durch a gehen, so liegen die Puncte, in welchen diese 
Geraden die Kegelschnitte schneiden, auf einer Curve 
(ft \ ''lv)-ter Ordnung f für welche der Punct DD' ein fa- 
cker ist* 

Der Punct W bt ft-facb,. weH durch Ihn f»' Kegelschnitte 
der Reihe gehen, und er, wenn man Ihn mit den entsprechen- 
den Polen Ton /)* verbindet, Gerade liefert» welclie dieselben 
Kegelschnitte in dem obigen Puncte schneiden. Ausserdem 
schneidet D v Kegelscbnllte» deren Pole auf D liegen , in 2v 
Puncten, und folglich u. s. 

Lehrsatz XV. Zieht man durch einen Punct o TaU' 
genten an die Kegelschnitte einer Reihe {^^ v), so werden 
die Geraden, weMe von den Berüknmgspuneten nacA 
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den Poiem einer §epehenen ßeraäen p gernfffen tinßy von 
einer Otrve 4er 9^'^v)<eK Gaue mmkBUL, 

Duicb o gehen ^ KegelscbniUe der Reihe> und also auch 
ebensoviele Gerade, die nach den ciitspreclienden Polen von 
D gezogen sind. Auszerdem gehen durch o |üt -f v Tangenten 
der von den Tangenten der Kegelschnitte in den Puncten, wo 
sie von D geschnitten werden, umhüllten Carve (Lehrsatz VlU.). 
Folglich u. s. MT. Es lolgt noch: 

Lebrsats XVL Zieki man von einem feeten Fnne$e 
Gerade nach den Poien einer gegebenen Geraden D in 
Be%vg auf die KegelsehnUte einer Reihe in, v), so vmhMi' 
len die Tangenten in den Fmeten, wo diese 0eraden die 
Kegelschnitte schneiden ^ eine Cvärve (2^* + v)-/«r Gasse, 
ßr welche D eine v^faehe Tangente ist. 

Lehrsatz XVII. Zieht man durch den Pol p einer 
Geraden D in Bewg auf jeden Kegelschnitt einer Reihe 
{fi, v) twei Gerade pa, pa', deren erste duVch einen festen 
Puncl 0 geht, und die einen gegebenen Abschnitt ef der Ge- 
raden D in einem gegebenen DoppelverhäUnis% schneidern^ 
so umhüllt, die Gerade pa* eine Curve der 2v-ten Ciasee, 
für welche oe, of und D V' fache Tangenten sind» 

Die einzigen Tangenten durch O sind näiulich oe und of 
und jede derselben repräsentiert v-mal die Gerade pa' in Folge 
der V Pole, die sie enthält. Auch D repräsentiert v Gerade jia'y 
wegen der v Kegelschnitte, die sie berührt. 

Lehrsats XVIU. Zieht man für Jeden Kegelschnitt 
einer Reihe v) durch den Pol p einer gegebenen Gera- 
den D %wei conMerte Gerade p», paf, die einen , gegebenen . 
Abschnitt ef von D in einem gegebenen anharmonisehe» 
Verhättnisn schneiden, so umhüllt Jede dieser Geraden 
eine Curve (jt-^pyter Glosse, für welche D eine vfache 
Tangente ist, 

D iat eine v-fache Tangente in Folge der v Kegelechnitte, 
die sie berfihrt. Aassenleni gehen durch Jeden Pnnct e von 
D I» Gerade ptL, weil « aaf D einen andern Panet $? mittelst 
der Bed'iDgnng beeünmt, daes das Doppel verbUtniea (€/lM') 
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gegeben sei, und folgficb Kegelechnitte existieren, die nach 
Lebraats Xl> auf barmonieefa leilen; folglich a. s. w. 

Lehrsatz XIX. Zieht man durch den Pol p einer ge- 
gegebenen Geraden D in Bezug auf jeden Kegelschnitt der 
Reihe (fi, v) %wei conjugierCe Gerade pa, pa', die einen Ab- 
schnitt cf von D in einem gegebenen Doppelverhältnis% 
schneiden, so schneiden die Geraden pa und pa' die Ke- 
gelschnitte in Puncten, die aufwei Curven der (2fi-f 3v)- 
ten Ordnung UefietL 

* 

WirmQeaeD nachweisen, dasz auf einer beliebigen Geraden 
L vpn den Durchscbnittspuncten der Kegelschnitte mit den 
Geraden pa 2fi -|- 3v liegen. Man nehme auf D einen beliebi- 
gen Ponct a und bestimme dann a' der Art, dasz das Doppei- 
▼erhSltniss (efxaf) den gegebenen Wert habe. Durch a' ziehe 
man die Tangenten an die Kegelschnitte, dann enthält L nach 
Lehrsatz VIL fi-f ^ ßerObrungspuncte and die Geraden, die 
Yon diesen Puncten nach den Polen der f* -f v entsprechenden 
Kegelschnitte gesogen sind, treffen D In |i-f v Puncten Af. 
Nimmt man nmgekehrt auf D beliebig den Pnnct (ii, so gehen 
durch Ihn f^-^2v Gerade, deren jede den Pol der Geraden 
D in Bezug auf einen Kegelschnitt der Reibe mit einem Puncte 
a, der diesem und der Geraden L gemeinschaftlich Ist, verbin- 
det (Lehrsatz XII.). Die ft-f 2v Tangenten der Kegelschnitte 
in den Puncten a treffen ^ in -f 2v Puncten af, denen eben- 
soviele Puncte a entsprechen, bestimmt durch das gegebene 
Doppelverhfiltnisz. Es wird also (f* -f + (f^ + 2v) Puncte a 
geben, die mit einem der eotspredienden Puncte a| zusammen- 
fallen, oder u. s. w. 

Lehrsatx XX. Per Ort ekies MOteken Fimet§^ s, daa% 
Tangente, ige in ikm an einen KegeieelUtitt der Meike 
(fi, v)» der durch w pekt, gHegt (et, und die gerade Polare 
«on » in Seuug auf eine Curve K der m-ien Ordnung, 
welche einen r* fachen Punct o mit e in die €lerade R 
eammenfeUlenden Tangenten hat, eich auf einer feeten 
Geradan B echneiden, ist eine (haree der (m^-^v)-ten 
Ordnung mit fi(r— 1) Zweigen, die durch o gehen und mit 
fi(s— IX mit E mteammenfaUenden Tangenten. Letztere 
Gerade hat in o mit dem Orte iß..r hmete gemein* 
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Wir oOmn imtemcbeD« wwviele Pnocte dM Ortee wai 
•iner Geraden L Kegeo. Niimnt laaD MieWg in D den Ptoct 
« ao> 80 geben durch ihn nach Lehrsata VII. |»-f v Tangenten 
Ton Kegetachnitten der Reihe» deren Berfihmngapnnete aaf L 
liegen. Die geraden Polaren dieser Pnncte In Being aaf K 
treffen D In fi-f-y Pnneten af. Umgekehrt gehen durch einen 
Pnnct €^ Ton J> die geraden Polaren in Beiog auf K von m— 1 
Puneten von L, den Dnrchaehnittapuneten Ton Z mit der eraten 
Polare Ton llnrch diese Puncto gehen fi(fli— I) Kegel* 
achnit(e der Reihe» deren Tangenten auf H ehenaoviele Puncto 
a beatimnien. X aShIt daher Ukr v i' ^m^l) =t im -^if 
Puncto dea Ortee, 

Die Ordnung des Ortes lässt sich auch unmittelbar bestim* 
men, wenu man beachtet, dasz er ^-mal durch jeden Punct 
geht, in denen B die Curve K schneidet und auszerdem durch 
die Puocte, in denen J) Kegelschnitte der Reihe berührt. 

Geht L durch den r-fachen Punct o» so bat die erate Po- 
lare von in 0 einen (r—- l)-fachen Puncto acbneidet also L nur 
noch In andern^ »»r Puneten. Dadurch kommt alao, daaa L 
aoszer 0 nicht mehr als ^•^¥ i-f^m^r) Puncto dea Ortes ent* 
bfilt» daa beiszt, fft(r— I) Zweige dea Orlea geben durch 0. 

Die Tangenten der f4(r — 1) Zweige des Ortes in o sind 
offenbar die Tangenten an die ersten Polaren der ju, Puncte, in 
denen D von den Tangenten an die fi Kegelschnitte der Reihe, 
die durch O gehen, geschnitten wird. Daraus folgt, dasz, wenn 
K in 0 8 Zvreige hat, die eine und dieselbe Gerade berühren, 
diese s — l Zweige jeder ersten Polare berühren musz, also 
1) Zweige des Ortes. 

Ist L in 0 die genelnsebaflliche Tangente der # Zweige 
▼on K, ao herfihrt sie #— >1 Zweige der eraten Polare von tt, 
61b L in noch weiteren m^r^l Puneten schneidet. L enthllt 
alao noch fi-|*v-|-^fli— r— '1) Puncte des Ortes, daa heiasli a 
reprXaentiert in diesem Falle fi.r Durehachnittapuncte von L 
mit demaelhen Orte. 

Aus diesem Satze kann man augeDblicklicb den Lehrsatz IV,, 
erscblieszen. 

U. a. w.» n. a. w. 
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In den meisten Theoremen» die Ohas leg gegeben hat, be- 
merkt man folgende stets wiederkehrende Eigenschaft, dasz die 
Zahl der Kegelschnitte einer Reihe (/u, v), welche einer fünften 
gei^ebenen Bedingung genügen, durch ein Binom von der Form 
ßft 4 |3v ausgedrückt ist, worin a, ß von den Charakteristiken 
(II, V unabhängige Zahlen sind, deren eine auch Null sein kann. 
Die Zahl afx-i-ßv hat Chasles den Modulus der vorliegenden 
Bedingung genannt. 

Der Lebrsats IV. leigt» dasz, wenn die filnfte Bedinguog 
darin besieht, dass eioe Curve /Mer Ordnung und a-ter Classe 
berflbrt werden soH, der Modulns genau gleich aft -|- fv ist. 

Folgendes ist die Methode, die Chasles angibt, um die 
Charakteristiken der Reihe zu berechnen, die durch die Kegel- 
schnitte gebildet wird, welche vier gegebenen Bedingungen ge- 
nügen sollen. Diese Bedingungen mögen durch die Symbole 
Bi, B^y B^y B^ bezeichnet werden, und ihre Moduln seien 
"it*''\^ßiv, «2f* + 1^2^» «aft + lSaV, a^^-i-ß^v. Die Zahl der Ke- 
gelschnitte, die durch vier Puiicte gehen und der Bedingung 
Bi genügen, ist 0|-f^A> ^'^^ ^^ir folgendermaszen be/eichoen 
wollen: * 

Um ebenso aussadrficken, dasz die Zahl der Kegelschnitte, 
die durch drei Pttncte gehen, eine Gerade berfihren und der 

Bedingung Bi genügen, gleich 'ioi-^^ißi ist, schreiben wir: 

Dem analog hat man: 

Das beiszt, die Kegelschnitte, die durch drei Panete gehen 



*) Der Heir Yorfitfier macbt mich in der diese lüote beseitenden Zu- 
■ehrift anf die Ar die denteebe Uebenetning bflelüt iweckmftssig gewiblte 
Beieiehvaag: pasFnnct, $rs=Gende, £s Bedingung, Z=ZaU enfmerk- 
Mm. D« Ueben. 

Cr •«!•••, Jtim« CmnMm» 19 
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liiid der Uediegnag ßi g^nfigen, bihien eine Rttibe, deren Cha- 
rakteristiken ftsori-f^t v = 2fle|^ 4ßi •ind, wan vir auf fol- 
gende Weise beseieimee wollen: 

und dem .analog: 

(2i?, B,) = (2«i f Aß, , 4«, + 4/3 J ; 

S(4ai+2i3„ 2ai+i3i). 
Int Olm u^ifbirß^ ^ev Modnlna der Bedingniig so haben wir : 

Z{Zp, B^B^ =: cr,K + 2ft)+iS,(2«i+4A), 

Z(3^, = «5,(4«! + 2/3i) + ^a(2«i + ft) ; 

am denen folgt: 

S (4«!«^ + 4(«, Ai + A«2) + 2AÄ, 4ai«, + 2(ai/3. + A«») + A 

Nehmen wir jetit noch die Bedingong hinzu, so er* 
halten wir: 

H- A (2«,os+4(«h/3i-f A<%)44A/9til. 
Z(li», liT, ^iJ^jiBt) = «3 1 2or, «2 + 4(a, + |S, + 4^ /3a } 

+ A 1 4«iaj| + 4(«i A + A«») +2A A>. 

ZOy.JtBA) =5 «8l4tf,«i+4(a,A+A«*)+2AAI 

. + A { 4aiaa+ 2(ai A + A««) + A A 1 ; 

woraus man erhält: 
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VVio eine Reihe ^oii Kegelscbnitten, die vier gemeinschaft- 
lichen Bedingungen genügen, sich mittelst zweier unabhängiger 
Charakteristiken hestimmen iSszt, so kann man ein System von 
Kegelschnitten, die nur drei gemeinschaftiichen Bedingungen 

B2, B3 genügen, mittelst dreier Zahlen |*, v definieren» 
deren Bedentang durch 

ZC>p, 3i?) = k, Zilp, lg, dB) = fi, Z{2ff, 3Ä) = v 

gegeben sind, und man kann alao die «jrmbolisehe Gleichung 
anfatellen 



Ana der oben fiir die Zahl der Kegelaehnitte, welche fünf 
Bedingungen genügen, gefondenen Formel» leitet man die Warthe 
▼on i* fi. V als Functionen der Coeffidenten («i»jS^)» 
(<^, /?s)' Modnli der drei Bedingungen J^» Jt> 4 nimÜcb 



worin der Kurze wegen 
genetzt lat. 

lat IFdaa Symbol einer doppelten Bedingung und auaaerdem 

(9p, W)^{x,y), {\p,\g,W) = {]f,%), (2^. iT) = (»»«) ; 

und führt man in dieae Reihen naeh der oben auaelnandefge- 
aetaten Methode von Chasles uaeh und nach die Bedingun- • 
gen Bi, B2, B^ ein» ao findet man 



(3ä) = (A, ^. v). 



2il + 4)$^4(f-f 2]D, 



V 



Setzt man nun 




das beittzt: 
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so hat man aiviseiieB den GrSasen w, y, %, u dia Ralation; 

(1) 2a?— 3j(-|-3a-2tts0 

und (dt a, ö, e die Werte: . 

=5 2(38 — y) — 3(2ii— a). 



l» = 8(?r-«)-3(*r -rt 



Für jeden Specialfall ist es nicht schwer die Zahlen x, y, 
s, u zu bestimmen, dann liefern aber die (2) die Grüszen a, b, 
c, und so p;elangt man zu der Zahl der Kegelschnitte, weiche 
drei einfacbeo und einer doppelten Bedingung genügen, nämlich 

Z(3J?, FF) = + Äf4 + ev ' * 

Beiapiel 1. Die doppelte Bedingung aei die doppelte 
Berührung mit einer gegebenen Gurre W der Ulkten Ordnung und 
•-ten Ciasse, die ö Doppelpuncte, x Spitzen, r Doppeltangen- 
teo und i Wendepuncte hat. Nacb Nr. 103. ist die Zahl x der 
Kegelacbuitte, die durch drei gegebene Puncte gehen und eine 
doppelte Berubroog mit W haben, gleich der Zahl der Doppel- 
pancte einer Curve (2mH-A)-ter Ordnung, 2m-ter Classe , mit 
d-|-^fll-l)DoppeltaogenteD, folglieb iat nacb Nr. 100. Gleicb. (7) 

2^s2d -H 3i»(»i— 1) + »(41» + «- 9). 

Ea tat femer evident, daaa die Zabl der Kegelacboitte der 
Reibe (2p, W), die ana einem Paar Pnnetea beatehen, gleich iat: 

2a?— y = 2«(j»-l) 

also 

y — 2d + »(m— 1) + iB(4m + «—9). 

Die Zahlen u sind die Correlate von y und x, alao gleich 

» sss 2t + «(ii— 1) + m(4« + m — 9) , 
2tt = 2T4-3ii(»— 1) + m(4ii -f at -9). 



*) M. a. d. Comjpiu rtM^M, 7. nOTcnibre 1864, p. 776. 
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Der Relation (I) wird gMügl^ und die Gleickungeo (2) geb^u: 
4a = 2iKii— 1), 4« = «m(j»— 1), 
8» =s 8fllii-^(iri^ ^«|i)^7(«i ^ n) ^ 9(d^ir}, 
oder auch nach Nr. 99.» Gleichaog (1) und (2): 

8» ssSmfi - 9(m -I- •) - 3(« -f-i). 

Die Zahl der KegelscKnitte des Systems (A, i»., v) also, welche 
eine doppelte- Berührung .mit der Curve ff eingehen, i«t: 

kn{n^ 1)Jl -l- l[8Mr— 9(ji» -f «) — 3(« -f -l-imO»--' l>y* 

Beispiel 2. Die doppelte Bedingung sei eine dreipunctige 
Berührung mit der Curve IF. Die Zahl x ist in diesem Falle 
nach Nr. 103. gleich der Zahl der Spitzen einer Curve der 
(2x»4-n)-ten Ordnung» 2;7i-teT Classe, mit » Weodepuncteo ; folg* 
lieh nach Nr. 100. Gleichung (5) gleich: 

= 3fi -I- «• 

In' der Reihe (2/?, W) kOnnen keine Kegelschnitte «Ilstiereir» 
die aui twm Paoctev besteheo, folglieb ist 

'2a; -p = 0, 

alse 

|rÄ2(3ii+»), 

und hiervon die Correlate 

Der Gleichung (1) ist genügt, da man nach Nr. 100. Gteichung 
(5) identisch 

hat» uad die Gielcbungen (2) geben: 

Folglich ist die Zahl der itegetscbnitte des Systems (A, fi« v), 
die eine dreipnactige Berührsng mk der Curve W eingehen, 
gleich 

hi^i-On oder ^^^n^. 
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Beispiel 3. Der doppelteo Bedingang sobstituieren wir 
jetzt swei einfache Berfihrungen mit swel Carven F, V von den 
Ordnungen m, m*, und den Classen n, n*. Die Zahl x ist in 
diesem Falle nach Nr. 103. gleich der Zahl der Durchschnitts- 
puncte zweier Gunren (2fli-f «Her und (2Mi'-|-fi9-ter Ordnung. 
Folglich ist 

» s 4iiifli' + SCmii'-f m'n) -I- mif. 

In der Reihe (2/7, V, V) ist die Zahl der Kegelschnitte« die 
aus einem Paar Puncte besteben nach Nr. IHM». 

und hieraas erhält man 

y s= 4mm' + 4(mii' -|- H- Suff, 
«nd als Correhite 

% = 4/wi' + 4(mii' + um') + 2mm% 
« s 4fifif -f ^flüf + imhO -^ Ml'. 

Diesen Werten gemSsz, die der Relation (1) genügen, ge- 
hen die Gleichungen (2) 

Folglich ist die Zahl der Kegelschnitte des Systems (A, fi, v), 
welche zwei Curven F« V' berühren* gleich 

Mit der eben auseinandergesetzten Methode kann man auch 
die Charakteristiken A, ft, v eines Systemes (Ä, IF) von Kegel* 
schnitten, die einer einfachen und einer doppelten Bedingang 
unterworfen sind, bestimmen. Darauf kann man eine neue 
Doppel-Bedingung W einführen und gelangt so zur Bestim- 
mung der Charakteristiken der Reihe {W, W) und zu der Zahl 
Z{By Wy W) der Kegelschnitte die einer einfachen Bedingung 
und zwei Doppel*Bedingungen Genüge leisten. 
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Druckfehler« 



Die nachfolgenden Druckfehler, die ich «um groszcn Teile der genauen 
Revision der Uebersetzung durch den Herrn Verfaszer verdanke, namentlich 
da, w^o eine vielleicht nicht ganz klare Stelle, in einer etwas verändcx'ten 
Art zu übersetzen ist, bitte ich vor dem Gebrauche des Buches verbcszem 
zu wollen. Manche der Verbeszerungen sind jedoch, obwohl durch den 
Sinn selbst nicht gefordert, nur auf Wunsch des Herrn Verfaszers aufgenom- 
men, einzelne, die zum Teil die Feinheiten der Sprache betrafen, wie die 
Aendcrung denn für das begründende nämlich, habe ich ganz unterdrückt. 
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68 
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5 V. 0. 






66 


11 V. 0. 
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Aüe diege Pnncte 


73 


8 V. U. Anm. 
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78 
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nehmen wir auf der Conre 
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79 
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beide tind alio 


anaaerdem sind beide 
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auf jede 


avf irgend eine 


191 
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ftol die Cnmn 


anf irgend eine Conre 


134 


3 V. U. 


00' 


00" 
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8 V.U. 


der Curven 


einer Cnnre 
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4 V. 0. 


Polaren 


Pole 
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7 V. 0. 


m = l 
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(" - 0' 


(m-1) 
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9 o, 4 U* darch einen beliebigen Fonct 
dieser Greraden gehen 
so gilt der Satz 
berührt. Die Gerade ist 
also die Indicatrix 
Pmictes 
dieser Offriäen 
diese Onrve selbst 
lelirteN Cufve 
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dieser Kegelschnitt ist da- 
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schneidende Gerade 
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4e ftnier • • ■ • so dftilbB 
• • • • mbstiiuieran 



Bttckkeiirtengettte T 

dalier nefib Hr.51«. 
o 

+V« 

9d-|-8fi 

wen 

so besteht unter den Ab- 
schnitten oa und oa' eine 
Gleichung, die für oa' vom 
r-ten für oa vom (n— r)-ten 
Grade ist 

iwei Werfe von darbiete 
k 

(r-l>te 

lehneidet Cm in 8m Pnnelni. 
SmCn— 1) 

ans zwei Ponoten besteben. 

Daher gilt der Satz 
berührt, weil die Gerade die 
Indicatrix .... ist, 
Foncfees jp. 
dieses Segebduittes. 
die SetaBselU Onrre 
dieee Felem 
in denen 
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spoiel) ans 
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weil dieser Kegelschnitt aas 
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weil vir ..«»mid also dn 
Pnneten 
dOfftn** 



Digitized by Google 



Seile. ■ 2eile: 


Fflr: 




SS9 7 V.U. 
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mSt u 
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den Qenden [Ol], [10] 


der Qemden [Ol] [10] 


956 8 t. O. 


Nr. 57 6. 


Nr. 51 b. 


956 9 T. ü. 
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wirklich 


970 12 V. U. 
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971 10 V. 0. 


(r«l)(3r-l) 


(r-l)(3r+l) 


979 a y. U. 


dreifachen Funct. 


Doppelpuact 



Seite 248 nach Nr. 148. fQge man noch hinsn: Ans dem Vorhergehen- 
den und Nr. 132c. folgt, dasz drei beliebige von den vier Tangenten, welche 
an eine Curv'O dritter Ordnung von einem ihrer Functe gezogen werden 
können, die geraden Polaroii des Berühmngspunctes der vierten Tangente in 
Bezug auf die drei sycigetischen Qarven sind, deren Corre von Hesse 
die C. ist. 
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